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ھ- ۲ - واریانس 1۲ 

و - محاسبه مشخضه‌ها از طریق ساده کردن داد ه‌ها yoy‏ 
مسائل فصل دوم ۱۱۱ 

حل ساقل فزد فصل دوم 11۵ 

باس Dla‏ روم من وم Yo‏ 


فصل سوم : توزیع احتما ل 


مقد مه ۱۳۱ 

> الف - چگونگی استفاده از نوزیم احتمال برای محاسبه مقدار احتمال ۱۳۸ 
الف - ۱ -محاسبه احتمال نقطه‌ای ۱۹ 

الف - ۲ - چگونگی محاسبه* احتمال فاصلهای برای متغیر گسسته ۱۳۲ 

ب ‏ توزیع‌های مهم احتمال ۱۳۸ 

ب h=‏ توزیع‌های احتمال گسسته ۱۳۸ 

ب ۱-۱ -توزیم دوجمله‌ای ۱ ۱۳۸ 


ب ۲-۱ - توزیع فوق هند سی ۱۳۴ 


ب ۳-۱ - توزیع پواسن ۱۳۷ 
ب - ۲ -نوزیع احنمال پیوسته ۱۴۸ 
pores‏ توزیم نرمال 1۴۹ 
ب د ۲-۲ - روش محاسبہٴ احتمال فاصله‌ای بااستفاد ماز نوزیع‌نرمال ۱۵۳ 
ب ٢‏ د ٣‏ تقریب دو جمله‌ای با استفاده از توزیع نرمال Fo‏ 
مسائل فصل سوم ۵ 
حل سائل فرد فصل سوم ۱۶۸ 
پاسخ مسائل زوج فصل سوم ۱۷۵ 


فصل چهارم -نوزیع احتمال نمونه‌گیری 


مقدمه ۱۷۷ 
الف - توزیع‌های احتمال مربوط به میانگین نمونه ۱4۸۰ 
الف - ۱ -رابطه بین ں و »دبا استفاده از توزیع z‏ ۱۸۱ 
الف -۲-رابطه بین (پ د رز ) با متغیر(× = x‏ ) ۱۹۲ 


با استفاده از توزیع 7 
الف - ۳ - توزیع ع و ربط بین میانگین نمونه و جامعه از طریق آن 1۹۷ 


ب - توزیع‌های احتمال رابط بین انحراف معیار نمونه ۶ 

( و ) و انحراف معیار جامعه ( 6 ) 
ou‏ -متفیر ( 5 ) وربط بین ( و و 6) از طربق آن YoY‏ 
ب ۲ توزیع فیشر ( TII (F‏ 
سائل فصل چهارم ۳۶ 
J>‏ مسائل فرد فصل چهارم ۳۹۰ 
پاسخ JLo‏ زوج فصل چهارم ۹ 


جداول ۳۰ 


با حمایت بیدریغ و همه‌جانبة خود تألیف این کتاب را امکانپذیر نمودند قدردانی 


نموده و ay‏ آنها ر از خداوند بزرگ مسئلت می‌نمايم. 

همچنین زحمات همکار ارجمند جناب آقای سیدمهدی مصطفوی عضو ola‏ 
علمی دانشکده علوم اداری و اقتصادی دانشگاه فردوسی (مشهد) که ویرایش کتاب 
را انجام داده‌اند و نیز همکاری کلیه دست‌ندر کاران حوزه معاونت بژوهشی این 


دانشگاه را ارج نهاده و موفقیت روزافزون آنها را از خداوند قادر متعال آرزومندم. 





مقد مه 


ple‏ آمار یکی از علومی است که امروزه برای اداره امور اجتما عات بشری شدیدا" مورد 
نیاز بوده و شدت این نیاز با پیشرفت و توسعه اقتصادی این جوامع و پیچید ه‌ترشدن یافت 
سیاسی , اجتماعی آنها بطور روزافزونی روبه افزایش است به طوری که اکنون کمتر رشتسه 
تحصیلی دانشگاهی را می‌توان یافت که درس آمار به‌عنوان یکی از دروس ضروری آن رشتسه 
قلمداد نشده و در کتار سایر دروس ضروری e‏ بەتدریس آن پرداخته نشود . علت‌این اهر نیز 
واضح است ۰ تصمیم گیری در هریکاز زمینه‌های اقتصادی ,اجنماعی »سیاسی و غیره به‌مفهوم 
وسیع هریک از این کلمات وقتی‌مبسراست که اطلاعات لازم بصورت نسبتا" واقع نماو دقیقی 
در اختیارمستولین تصمیم گیر ذ یربط فرارداشته باشد . مقدار زیادی از این اطلاعات‌ضروری 
تنها ازطریق روشهای آماری قابل حصول هستند .همانطورکه گفته شد کاربرد روشهای آماری 
مسئله‌ای عام بوده و زمینه‌های بسیار زیاد و متنوعی را در بر می‌گیرد . به‌عنوان مثال وقتی 
مسئولین فرهتگی یک‌کشور می‌خواهندسیاست خودرا درزمینه تألیف و نشر ES‏ پایه‌گذاری 
کنند باید از وضعیت مطالعه کتاب توسط عموم مردم از نظر کمی و کیفی با خبر باشند تا 
بتوانند سیاستپایی متناسب با احنیاجات و تمایلات جامعه اتخاذ نفایند . برای کسب این 
اطلاعات لازم است ابتدا به‌مردم مراجعه‌شده و از میزان و نوع مطالعات آنها پرسش به عمل 
آید . از آنجا که معمولا" تعداد افراد جامعه مورد مطالعه زیاد است و مراجعه و پرسش ازهمه 
آنہا بسیارمشکل و حتی در بسیاری موارد غبر ممکن است برای سپولت کار در بیشتر اوقات 
بجای مراجعه به‌همه افراد جامعه :نمونه‌هایی متناسب ازآن افرادانتخاب شده و فقط اعضاء 
اب رها وات assole‏ فا مو ایرد در ا کدی ایت 
خام بدست آمده در مرحله قبل را طبفه‌بندی نموده و پارامترهای بخصوصی مثل میانگیسن 
تعداد صفحات مورد مطالعه » میانگین کیفیت مطالعات و غیره را یدست می‌آورند. این 
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1۰ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


پارامترها هر مقدار و هر معنایی که داشته باشند فقط می‌توانند وضعیت نمونه انتخابی را 
نشان د هند درحالی‌که هدف مسفولین اطلاع از وضعیت مطالعه‌عموم افراد جامعها ست: یرای 
حل این مشکل‌از روشہای خاصی‌استفاده می‌کنند که د رنتیجه آنها می‌توان بر مینایاطلاعات 
حاصلها زنمونه »اطلا عاتی‌هرچند بطورتقریبی د رمورد جا معهبد ستآورد. پس ازآنکه پارامترهای 
مربوط به جامعه بطور تقریبی و یا دقیق مشخص شدند زمان آن فرا می‌رسد که با تقسیر این 
aan EE‏ را کر مہ ال ای ای ا کھھاغ بو وه ییا سای ٹرعکی 
مورد نظر را متتاسب با وضعیت جامعه اتخاذ نمایند , به‌همین ترتیب وقتی که موسسه 
استاندارد می‌خواهد در مورد کیفیت محصولات یک کارخانه خاص مانند شیشه همدان‌اظهار 
نظر گند ابتدا نمونه‌هایی از محصولات این مو*سسه را انتخاب نموده و سپس خصوصیات 
مورد نظر از قبیل میزان مقاومت آنہا در مقابل حرارت و ضربه , ضخامت‌شیشه و غیسره را 
اندازه‌گیری نموده و پس از آن پارامترهای مهم آماری از قبیل میانگین و انحراف معیار ا 
خصوصیات را در مورد نموته و یا نمونه‌های ما خوذه محاسبه نموده و این نتایج را بطریقی 
Ee‏ تن O ESE‏ یه تشه هید سے فادها بر a‏ فا یسم 
ae ae‏ مربوط به جامعه را بصورت تقریبی بدست می‌آورد . با تفسبر و تحلیل‌این 

اا ease gets Be‏ یم ٹا ag dS ale‏ ار سارہ امت ا al‏ 
sales‏ بود . شیوه عمل در موارد بسیار دیگری از قبیل میزان درآمد افراد جامعه و توزیع آن» 
وضعیت سلامت‌افراد جامعه و هزاران هزارمورد دیگر در زمینه‌های گوناگون‌از قبیل سیت 
بهداشتی » فرهنگی ,صنعتی و غیره همانند دو مثال فوق است 

aS‏ عملیاتی که در دو متال مزبور و تعامی موارد مشابه 2 می‌گیرند به‌نحوی 
با روشهای آماری مرتیطند, در ابتدای کار یعنی هنگام نمونه‌گیری « برای آنکه نمونه‌های 
dal‏ شده مناسب بوده و هدف محقق را تا مین کنند باید از تکوری نمونه‌گیریا ستفاده نمود 
$ ری کا ايآ E TE E‏ ا هی را کیش 

تور aes‏ ی را ا ان ورد شیر عم ار gee‏ و 

در مورد نمونه به جامعه کاری صرفا" آماری بوده و بر مبنای تکوریہا و نظریات آماری قابل 
انجام است . بدین ترتیب ملاحظه می‌گردد که اداره !مور اجتما عات بشری په نحو مطلوب ؛ 
با بافت پیچیده و سائل گوتاگونی که دارند با علم آمار ارتباط تنگاتنگ و ضزدیکی دارد و 
بەھمین دلیل ale‏ آمار امروزه در میا ن اکثریت قریب به اتفاق علوم جایگاه ویژه‌ای دارد . 

حال که اهمیت ple‏ آمار و روشہای آماری مشخص گردید لازم است قبل از ورود 





l - Sampling Theory 


مقد مه )1 


به مباحث اصلی تصوبری هرچند gS‏ و مختصر از آنچه در درس آمار مورد بحث قرارمی‌گیرد 
ارائه گردد تا در هنگام مطالعه مباحث آماری ء خواتنده چہار چوب کلی بحث را در نظر 
داشته و جایگاه هریک از موضوعاتی را که در طول این CES‏ مورد بحث‌قرارمی‌گیرند بصورت 
متطقی بداند . یعتی بداند که بعنوان مثال چرا او برای تعیین میانگین درآمد افراد یک 
جامعه و یا بسیاریاز کارهای آماری دبگرمحتاج دانستن تئوری احتمال و نقش آن درععلیات 
آماری می‌باشد . برای تحقق هدف فوق یعنی ارائەه یک تصویر کلی از مسائل موردبحث درعلم 
آمار ء ذیلا" ابتدا هدف مشخص هریک از عملیات آما ری SS‏ شده و سپس روش تحقسق این 


£ جم " ” . a‏ 
اهداف مختصر توصیح داده میشود. 


اهداف عملیات آماری 


بطور کلی عملیات آماری را از نظر نتیجه‌ای که هریک از آ نہا مشخص می‌کنند می‌توان 
به سه دسته تقسیم کرد . 

الف - عملیاتی که در نتیجه آنہا پارامترهایی از جامعه از قبیل میانگین » واریانس 
و انحراف معیار و .... بطور دقیق و یا نقریبی تعیین می‌گردند . مهمترین مبحث آماری‌که 
بەاین عملیات مربوط می‌شود ء مبحث تخمین نقطه‌ای و فاصله‌ای و به‌عبارت بهتر تشسوری 
تخمین و در موارد ی روشهای آزمون فرضیه‌ها بوده و مهمترین پارامترهایی که معمولا" د راین 
گونه عملیات محاسبه می‌گردند میانگین » واربانس و انحراف معیار می‌با شند . 

ب . عملیاتی‌که در نتیجه آنها درمورد تساوی مقدار دو با چند پارامتر از چند جامعه 
و بخصوص از چند نمونه می‌توان قضاوت نمود . آزمون تساوی میانگین دو يا چند جامعمه . 
واریانس دو پا چند جامعه و غیره نمونه‌هایی از این موارد هستند که عمدتا" در دو میحسث 
آزمون فرضیه‌ها" و تجزیه اراس مورد آزمون قرار می‌گیرند . 

مس بالاخره دسته سوم عملیاتی هستند که در آنها تأثیر یک عامل بر عامل دیگراعم 
از آنکه این تأثیر » از توم علت و مطولی بوده و یا نوم دیگری باشد مورد بررسی و آزمون 
قرار گرفته و در مورد وجود و یا عدم آن اظهار نظر می‌شود . بعنوان مخال وقتی قرار است 
دورد نا ویک کرد paper‏ ا ایی با رده مول geome Sek‏ قود انشدا این کرو را 


در قسمتی از زمین مورد آزمایش بکار برده و ميزان محصول را در دوقسمت کو ددار و بىد ون 


1 - Estimation theory 
2- Testing Hypotheses 


3 - Analysis of Variance 


۲ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


کود ثبت می‌کنند . از این پس با استفاده از عملیات آماری د سته سوم که عمدتا''در دوروش 
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تجزیه واریانس و رگرسیون خلاصه می‌شوند راجع به تاثیر کود مزبور و با عدم تاثیسرآن‎ 


قضاوت و اظهار نظر می‌نمایند . 


هریک از سه نوع عملیات آماری فوق که مورد استفاده با شند بايد حداقل دو مرحلهاز 
سه‌مرحله زیر طی شود تا نتیجه مطلوب بدست آید . این مراحل عبارت از جمع‌آوری وتبت 
اطلاعات » محاسبه پارامترها و انجام قضاوتهای مربوط به نمونه ء و بالاخره تعمیسم نتایج 
حاصل از نمونه به جامعه و یا نتیجه‌گیری در مورد جامعه بر مبنای نتایج حاصسل از نمونه 
می‌باشند . 

١‏ -جمم آوری و ثبت اطلاعات ۰ علیاتآماری با هر هدفی‌که انجام گیرد بد ون شک 
ay ile‏ تراد اطلامای دار وان شال مبانگین Saws‏ روراخه کارگرات کارخانه‌هنای 
صنتعی ارج وقتی قابل محاسیه‌است که مزان د ستمزد هریک از کارگران بر محقق معلوم‌با شد 
که این کار درمرحله جمعآوری و ثبت‌اطلاعات انجام می‌گیرد .جمعآوری اطلاعات رایرحسب 
گروه مورد مطالعه می‌توان بهد و نوع جمع‌آوری اطلاعات از جامعه وجمعآ وری اطلاعاتزنمونه 
تنقسیم نمود » 

الف - جمع آوری اطلاعات از جامعه : گاهی اوقات جامعه مورد مطالعه کوچک است و 
مراجعه به‌خود جامعه زحمت چندانی ندارد و یا اینکه علبرغم بزرگ بودن حجم جامعه و با 
وجود این که‌جمع آوری اطلاعات از خود جامعه متضمن زحمت بسیار زیاد و دشواریپای 
فراوانی می‌باشد » با این وجود ضرورت ایجاب می‌کند که برای جمع‌آوری اطلاعات به‌خسود 
جامعه اصلی مراجعه شود .در چنین مواردی اطلاعات جمعآوری شده دقیق و LU‏ اعتماد 

ب جم عآوری اطلاعات از نمونه : بطور معمول نام آمار همواره مسئله تقریب و غير 
یقینی بودن نتایج مطالعات آماری را در اذھان متبادر می‌سازد , این احساس درستی است 
که د ر اثر استقا ده‌وسیع روشهای آماری از نمونه بجای جامعه‌اصلی‌بها فراد مختلف‌د ست داد ه 
است . زیرا وقتی که در یک مطالعه آ ماری بجای رجوع به‌جامعه اصلی از آن جامعه یک پاچند 
نمونه اخذ شده و مطالعات برروی این نمونه‌ها متمرکز می‌گردند و سپس نتایج حاصلها زنمونه 


asa lea,‏ تعمیم داده می‌شوند همواره این اشکال در ذهن وجود خواهد داشت که این نتایج 





1 - Regressinon 


فقط در مورد خود آن نمونه‌ها مصداق قطعی دارند و اگر نمونه‌های ماخوذه آئینه‌های تمام- 
نمائی از مسائل و خصوصیات جامعه اصلی مورد نظر نباشند آنگاه نتایج مربوط به نمونه‌در 
مورد جامعه اصلی انطباق صد درصد تخواهد داشت SL‏ فقط می‌توان گفت که این نتایج 
با درجه‌ای از احتمال در مورد جامعه صادق خواهند بود . نیاز به‌دانستن نظریه احتمال ا 
برای فردی که می‌خواهد به‌حل مسائل آماری یپردازد نیز از اینجا ناشی می‌شود که اکثریست 
قریب به‌اتفاق مساعل آماری بەدلیل فوق بعنی به‌خاطر استفاده از نمونه درمرحله جمع آوری 
اطلاعات به‌مقدار زیادی با مسائل احتمال د رهم آمیخته و وجود ترکیبی اما واحدی‌راایجاد 
نموده‌اند . به‌همین دلیل در اولین قصل این جزوه نظریه احتمال تقریبا" به‌تفصیل وازابعاد 
گوناگون مورد بحث قرار می‌گیرد . 

از آنجا که اصولا" نمونه‌ای برای مطالعه آماری مطلوبا است که خصوصیات آن با 
خصوصیات aule‏ اصلی حداکثر تشابه و همانندی را دارا باشد تا بدین ترتیب نتایج نمونه 
با اطمینان بیشتری در مورد جامعه بکار گرفته شود لازم است که در هنگام نمونه‌گیری از 
روشهاثی که تگوری نمونه‌گیری پیشنہاد می‌کند استفاده شود تا متاسب‌ترین نمونه ممکن از 
جامعه اخذ گردد ,به‌همین دلیل وجود مبحث نمونه‌گیری و روشهایآن دردرسآمار ضرورت 
دارد . اما از آنجا که این کتاب به‌منظور حل مسایل آماری تدوین گردیده و در هنگام حل 
این مسائل معمولا" افراد » با اطلاعات جمع آوری شده و ثبت شده سروکار داشته و با مسئله 
نمونه‌گیری مواجه نیستند و نیز به‌لحاظ رعایت اختصار » در اینجا از ورود به‌بحث روشہای 
نمونه‌گیری خود داری‌می‌شود .واضم است که علاقعندان به‌مطالعه این تثوری می‌توانند به‌کتب 


و جزواتی که در این زمینه نوشنه شده است مراجعه کنند . 


۲ - محاسبه پارامترها و انجام قضاوتهای مربوطه : پس از ثبت و جمعآوری اطلاعات 
از تمونه و یا جامعه اصلی و انجام طبقه‌بند یهایی که برای سپولت محاسبات معمولا" انجام 
می‌گیرند » زمان OT‏ فرا می رسد که پارامترهایی از قبیل میانگین » واریانس ء انحراف معیار و 
ò jet‏ را در مورد نمونه محاسبه کرد ۰ این پارامترهاً بعضی اوقات مستقلا" مطلوب وله 
و خودشان هدف عملیات آماری می‌باشند زیرا ارزیابی و قضاوت مورد نظر تنہا با وجسود 
همین پارامترها میسر است .اما گاهی اوقات نیز پارامترهای موردمحاسبه نقش ابزار و واسطه 
را دارند متلا" برای استفاده از روشهایی مانند تجزیه واریانس و رگرسیون و غبره باید این 
پارامترها قبلا" محاسبه شده باشند . در صورتی که محاسبه پارامترها مطلوبیت اخیر راد اشته 


l ~ Theory of Probability 


1٤‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازرگانی 


و مستله مورد نظر استفاده از روشہایی از قبیل تجزیە واریانس و غیرہ را نیز برای قضاوت‌د ر 
مورد نمونه لازم داشته باشد پس از محاسبه پارامترها باید روش مناسب را انتخاب نموده و 
با استفاده از آن قضاوت لازم را در مورد نمونه انجام داد . اگر اطلاعات جمع آوری شده‌در 
مرحلها ول که د رمرحله‌د وم مورداستفا ده‌قرارگرفته‌ا ند ازجا معه‌ا صلی‌باشند و ازنمونه‌ای باشند 
که تتایج مربوط بەآن به‌طور قطع در مورد جامعه نیز صدق کنند کار مطالعه آماری در مرحله 
دوم پایان می‌ياید . به‌عنوان مثال وقتی که در یک قطعه زمین به‌عنوان نمونه » اثر یک نوع 
کود با درصدی ازاحتمال بر افزایش olja‏ محصول گند م از طریق تجزیه واریانس و یا 
رگرسیون مورد تأیید قرارمی‌گیرد می‌توان این حکم را درمورد تمامی آن کود‌ها وهمه‌زمیتهای 
مشابه به‌عنوان جامعه تعمیم داد . اما اگر نمونه مورد مطالعه به‌گونه‌ای باشد که نتوان با 
قاطعیت نتیجه آنرا در مورد جامعه نیز پذیرفت در آن صورت کار مطالعه آ ماری بەمرحلەسوم 
کشید ه خواهد شد . 

۳ - نتیجه‌گیری د رمورد جامعه بر مبتای ننایج نمونه: در بیشتر مواردی کے مطالعه 
آماری صورت می‌گیرد نتایج حاصل از نمونه یهد لایل مختلف در مورد جامعه به‌طور قطعصی و 
یقینی صادق نبوده و نمی توان صرفا" برمبنای نتایج حاصل از نمونه در مورد وضعیت جامعه 
اظہارنظر کرد . در چنین مواردی با استفاده از پارامترهای مربوط یه‌نمونه به‌عنوان مواد خام 
و افزودن بعضی اطلاعات د یگر از قبیل شکل توزیع © روشهایی مانند تجزیه واریانس »آزمون 
فرضیه‌ها و تگوری تخمین بکار گرفته شده و با استفاده از آنها نتایجی در مورد جامعه بطور 
تقریبی و احتمالی بدست میآید . 

بد ین ترتیب مبحث نمونه‌گیری که در اینجا از طرح آن خودداری شده است مریوط 
به مرحله‌اول عملیاتآ ماری می‌با شد .مباحث چگونگی محاسبه پارامترها و مشخصه‌هایآماری 
مختلف » رگرسیون و تا حد ود ی مبحث تجزیه واریانس از مباحث اصلی مربوط به مرحله دوم 
این گونه عملیات است و از جمله عملیات اصلی مربوط به مرحله سوم یعنی نتیجه‌گیری در 
مورد جامعه بر مبنای نتایج نمونه نیز می‌توان از تجزیه واریانس » نظریه تخمین و آزمسون 
فرضیه‌ها نام برد و بالاخره دو مبحث احتمالات و قواعد مربوط به‌توزیعهای مختلف نیزاگر 
te ag‏ مباحث اصلی آمار نیستند اما اولی به‌دلیل وجود مسئله نمونه در عملیات آماری 
جز؛ ضروریات و مقدمات‌لازم عملیات آماری محسوب‌می‌گردد و دومی یعنی‌توزیعهای مختلف 
نیز چون کمک بسیار مو*ثری در مرحله سوم و تا حدودی در مرحله دوم به‌عملیات آماری 
می‌کنند جزٴ مطالب بسیارمہمی هستند که در درس آمار مورد بحت قرار می‌گیرند .این کمک 
به‌قدری مهم است که در صورت نبودن آن » نتیجه‌گیری در مورد جامعه‌علیر غم وجود نتایج 
مربوط به نمونه غیر ممکن می‌باشد . 


تقسیم‌بند ی موضوعات در این کتاب 

با توجه به‌مطالب فوق طبیعی است‌که باید در هر نوشته مربوط Ta,‏ مار » ابتدا دومبحث 
احتمالات و اشکال مختلف توزیع BLT‏ مورد بحث قرار گیرند زیرا مقدمات عملیات آماری 
محسوب می‌گردند به‌این علت در اینجا ابتدا در مورد احتعالات بحث می‌شود . از آنجا که 
در هر شکلی از توزیع « مشخصه‌هاعی از قبیل میانگین و واربانس وجود دارند و طبعا" بايد 
قبل از ورود بەیحث اشکال مختلف توزیع این مشخصه‌ها بخوبی شناخته شده باشند پس از 
احتمالات راجع به‌مشخصه‌های مهم آماری توضیحات لازم داده شدہ و در فصل بعد اشکال 
مختلف توزیع مورد بحث قرار می‌گیرند . و پس از آن در جلد دوم کتاب وارد مطالب و 
اصلی آمار شده و پیرامون موضوعات تخمین e‏ آزمون فرضیه رگرسیون ؛ تجزیه واریانس, غیره 
صحبت خواهیم کرد . 

در برخورد کلیآمار با مسائل‌اقتصاد ی »بعضی آزمشخصه‌های اقتصاد ی -آما ری‌بوجود 
آمده‌اند که از طرفی مطالعه آنها برای محفقان و پژوهشگران اقتصاد ضروری بوده و از طرف 
د یگر این مباحث , مباحث صد درصد آماری نبوده بلکه دارای دو بعد اقتصادی و آمساری 
می‌باشند و صحبت پیرامون آنہا در قالب مباحث آماری مطلق چندان مناسب نیست لذا 
درانتهای این کناب فصلی تحت عنوان شاخصہا آ ورد ه‌شد ه به‌توضیح پیرامون این مشخصه‌ها 
می‌پردازد . اميد است که با تایید خدای متصال مطالب ارائه مده از وضوح و کمال لازم 


برخوردار بوده و مورد استفاده کامل خواننده محترم قرار گیرند 


Jal Jas 


تلوری احتمالات 


مغسدمے: 

همانطورکه قبلا" گفته شد در بیشتر موارد وقتی که قرار است از طریق عملیات آماری 
نسبت بمعضواز خصوصیات و ویژگیپهای یک جامعه نتیجه‌گیری و قضاوت شود بهد لايل 
مختلفی ترجیح داده می‌شود که در مرحله جمعآوری اطلاعات بجای مراجعه به‌جامعه اصلسی 
و کسب اطلاعات لازم از طریق مطالعه وضع همه افراد جامعه » نمونه و با نمونه‌هاغی راازآن 
جامعه گرفته و این نمونه‌ها را مورد مطالعه قرار دهند . پس از اتمام این مطالعات » برروی 
اطلاعات جمع‌آوری شده از نمونه عملیاتی انجام گرفته و مشخصه‌ها و پارامترهای مورد نیاز 
مربوط به‌نمونه محاسبه‌می‌گردند .د رمرحله بعد براساس نتایج مربوط به‌نمونه » با بهره‌گیری 
از بعضی از قوانین از قبیل قواعد مربوط به‌شکل توزیع و غیرہ با توسل به‌روشهابی مسانند 
آزمون فرضیو‌ها و تخمین 6 در مورد جامعه اصلی نتیجه‌گیری بعمل آمده و قضاوت نپایی 
صورت می‌گیسرد . 

دلایل مختلفی برای رجحان نمونه بر جامعه می‌توانند وجود داشته باشند . د ربعضی 
از موارد جامعه موردنظربه‌قدری بزرگ است که مراجعه به تک تک افراد آن مستلزم صرف 
هزینه‌های گزاف و وقت بسیار می‌باشد که دار pus‏ موارد فرصت و بود جه لازم در اختیار 
محقق قرار ندارد و با آنکه ضرورتی ندارد که نتیجه مطالعه کاملا" د قیق بوده و کوچکترین 
خطایی در آن وجود نداشته باشد بلکه اگر بتوان با روشهای ساد هتر و کم هزیته‌تری عمل 
واقعیات جامعه موردنظر انطباق دارد مقصود محقق از مطالعه آماری حاصل می‌گردد .ازآنجا 


که "Y gana‏ مطالعه آماری از طریق نمونه‌گیری می‌تواند چنین ننایج تقریبی را بدست دهد . 





1 - Theory of Pribability 


۱۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازررگانی 


مراجعه به‌جامعه اصلی برای کسب اطلاعات با توجه به‌مشکلات فراوان ol‏ ضرورت خود رااز 
د ست خواشد داد . 

به‌عنوان مثال فرض کنیم وزارت آ موزش و پرورش می‌خواهد در مورد میزان‌درآ مدهای 
میزان حقوق پرداختی خود به‌آنان تفییراتی ایجاد نماید . با توجه به‌جمعیت چندین ده 
هرا مویق سا شوه Uda ke‏ رای E‏ یح cual‏ یار سی سر ہدنک 
ple:‏ اقراد جامعه اصلی یعنی همه معلمان و دبیران تهرانی‌مورد مطالعه قرارگیرند و بهد لايل 
خواهد پود ۰ 

در بعضی موارد همه افراد جامعه اصلی » مطلقا" قابل دسترسی نیستند و یا به د لايل 
دیگری‌مطالعه همها فراد جامعه نامعقول‌است . مثلا وقتی قرار است در مورد کیفیت محصولات 
یک نوع بخصوص از پود ر لباسشویی‌مثلا" پودر تاید در ۵ سال گذ شته مطالعه شود عملا "فقط 
تعداد محدودی از محصولات تولید شده در طی م سال گذ شته در دسترس بوده و بیشتسر 
محصولات تولیدی به‌مصرف رسیده و از دسترس آ مارگرخارج شده‌اند . بهمین ترتیب‌دربرخی 
موارد مطالمه همه افراد جامعه اصلی امری نامعقول بوده و در چنین مواردی الزاما" باپ د 
از روش نمونه‌گیری استفادہ نمود . بارزترین نمونه این نوع جوامع » جامعه مربوط بەبعضی از 
محصولات عکاسی از قبیل فیلم و کاغذ می‌باشد . واضح است که در هنگام مطالعه‌کیفیت یک 
فیلم عکاسی با مارک بخصوص نمی توان همه فیلمپای تولید شده را مورد مطالعه قرار داد 
از دست می د هد . دلایل د یگری نیز وجود دارند که باعث شوند در مطالعه آماری Slr‏ 
مراجعه به‌جامعه اصلی در مرحله جمعآوری اطلاعات از نمونه استفاده شود که جهت اختصار 
از بیان آنپا خودداری می‌گردد . 

استفاده ازنمونه در مطالعات آ ماری به‌هردلیل که صورت کیرد اعث می‌گرد د که‌نتیجه 
بدست آمده در مورد جامعه اصلی که بر مبنای نتایج یقینی مربوط به‌نمونه حاصل شده است 
cae aj ce‏ و SiS pear R EEE E PRE‏ شوه 
حال که میانگین درآ مد جنبی معلمان و دبیران شاغل در تهران که در نموته مورد مطالعه 
وجود داشتند مقدار( ‏ )را داراست با ۹۰ احتمال می‌توان گفت که ميانگین درآ مد های 
جنبی همه افراد این جامعه بین دو رقم ۷ و 2 قرار خواهند داشت . به‌همین تسرتیب در 
مباحث آزمون فرضیه‌ها »تجزیه واریانس و غیرہ به‌دلیل استفاده از نمونه مجیور به قضاوت 
احتمالی در مورد جامعه خواهیم بود . 


فصل اول - تئوری احتمالات 4 


وجود مسئله تقریب و احتمال در ععلیات مختلف آماری ایجاب می‌کند کے مفہسوم 
احتمال و شیوه‌های‌محاسبه آن درضمن د رسآ مار تدریس شرب زیرا اگرچه موضوع‌احتمال یک 
موضوعآ ماری‌تیست اما درروشہای آماری مختلف یکیاز ارکان اساسی بحٹہا را تشکیل مید هد 
و سمولا" بطور مستقل و یا ضمن هیچیک از د روس دانشگاهی نیز تدریس نمی شود و از همین 
روست که این‌فصل کتاب بهبحث پیرامون احتمال و روشهای‌محاسبه آن اختصاصیافته‌است , 

د راین فصل ابتدا در مورد مفسپوم احتمال و بعضی خصوصیات آن صحبت شده و 
سپس روش کلی‌محاسبه احتما ل‌حوادث مختلف موردبحث قرار می‌گیرد . از آنجا که معمولا" 
Ga Gre halt‏ ات توا E‏ مر کت م کس سا اا ن رادت 
«ool‏ به‌سادگی قابل انجام بوده و در مقایل محاسبه احتمال حوادث مرکب در اغلب موارد 
دارای پیچیدگی‌های‌مختلفی می‌باشد ما نیز بهتر دانستیم این دو نوع حادشه را تفکیک 
نموده و پیرامون روش محاسبه احتمال هریک بصورت مستقل بحث کنیم . بد ین‌ترتیب ادامه 
بحث در این فصل در عناوین کلی زیر صورت خواهد گرفت : 

اع سر Sissi‏ 

کا اراتا اف فاگ 
| - محاسبه احتمال حوادث ساده 
۲ - محاسبه احتمال حوادث مرکب 

قبل از ورود بهبحث مفہوم احتمال یادآوری این نکته ضرورت دارد که چون استفا ده 
از متالهای مربوط به‌بعضی بازیہا از قبیل پرتاب تاس و غیره‌به‌د رک‌مفاهيم مربوط بهاحتمال 
کمکمی‌کند علیرغم میل باطنی مجبور به‌استفاده از این مثالہا شده و ازاین جہت از محضر 
خوانتده عزیز پوزش می‌طلبیم . 
الف -مفهوم احتمال 

ا OOS Pe coe‏ و ا 

اختمال سرع گی tole‏ چ را فخطلف نو کرد در هنگام و تی پگ دارد» بهعتوان 
مثال میزان احتمال آمدن شیر در پرتاب سکه‌ای که دو طرف آن از نظر خصوصیات فیزیکی 
یکسان هستند از میزان احتمال آن در هنگامی که یک سکه ناصاف که خصوصیات فیزیکی دو 
طرف آن باهم یکسان نیستند پرتاب‌می‌شود متفاوت‌است .همچنین احتمال‌تولید محصولات 
بی‌کیفیت در زمانی‌که بحران اقتصادی بر یک‌جامعه حکومت می‌کند با همین احتمالد رشرایط 
عاد ی اقتصادی Labs‏ مساوی نخواهد بود .به‌همین ترتبب در مورد هر واقعه‌ای مسلما عوامل 
بسیاری وجود دارند که با درجات مختلفی از شدت و ضعف بر میزان احتما ل وقوعآن‌حادته 


۲۰ آمار برای دانشحویان رشته‌های اقتصادوبازرگانی 


اتر می‌گذارند . 

E‏ رای ان Ale‏ مس و هواس 
فلسفی دارد . در آمار معمولا" احتمال چنین تعریف می‌گردد . 

" اگر در یک آزمایش چند حادثه مختلف امکان وقوع داشته باشند " 

که کی انا مود casa‏ او اس اد در موی 


' آن آزمایش بقدری زیاد تکرارشود که در این‌تکرارھا وقایم شا نسی یکد یگر 
را خنشی کنند " 

" نسبت دفعات وقوع حادثه مطلوب بەکل حوادث واقع شده را احتمال وقوع 
حاد ثه مطلوب نامند . " 


بد ین ترتیب اگر تعداد دفعاتی را که آزمایش تکرار می‌شود با ط نشان داده و تعداد 
دقعاتی که atol-‏ مطلوب در 71 بار آزمایش اتفاق افتاده ا ست با ۳ نشان sale‏ شود احتمال 
وقوع آن حادثه به‌صورت رابطه ریاضی ذیل قابل تعریف است . 
(۱-۱) 





P=-‏ احتمال tole‏ مورد نظر 


برای توضیح بیشتر فرض کنبد سکه‌ای در اختیار شماست که د رمورد خصوصیات فیزیکی 
دوطرف آن اطلاعات چندانی ندارید و می‌خواهید بدانید احتمال رویت هریک از دو طرف 
سکه پس از یک پرتاب چقدر است , برای نیل به‌این هدف با پرتاب سکه شروع بهآزمایش 
نموده و پس از ده بار پرتاب ملاحظه می‌کنید که ۶ مرتبه خط و بقیه شیر آمده است پعنسی 
احتمال وقوع خط در این آزمایش ۰/۶ می‌باشد LT.‏ این احتمال ۰/۶ را به عنسوان نتیجه 
sth‏ قبول‌کرده و برای شما اطمینان حاصل می‌شود که در مورد این سکه خاص نتیجه‌حاصله 
( ۰/۶ )قطعیت دارد ؟ مسلما چنین نیست و شما با خود می‌گویید که‌احتمال اینکها بن‌نتیجه 
شانسی بوده و در دفعات بعدی نتبجه‌ای بسیار متفاوت با این نتیجه ay le‏ شود بسیار زياد 
است . برای آنکه به‌نتیجه‌ای مطمئن تر دست یابید آزمایش را تکرار نموده و بطور طبیعی‌فکر 
می‌کنید که احتمال بد ست آمده پس از تکرار بسیار زیاد آزمایش به‌واقعیت نزد یکتر است . 

ان سرت س نے ای رس که E‏ 
Men.‏ یش کافی بوده و آزمایشهای انجام شده از نظر تعداد آنقدر زیاد هستند 
که در مورد حصول یک نتیجه تقریبا" واقع نما به‌انسان اطمیتان خاطر د هند .بەعبارتدیگر 
در نتیجه تکرار بەدفعات زیاد آزمایش این احسا س بەافراد دست مید هد که اگر به‌طورمثال 


UE Abaya‏ رات سگه ده مرتبه به‌صورت ree E‏ عوامل خارجی از قبیل 
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وضعیت د ست پرتاب کننده , جریان هوا و غیره ثیرا مده‌است همین تعداد هم بصورت شانسی 
روی خط سکه وقوع‌یافته و این ۲۰ حادثه شانسی یکدیگر را خنثی نموده‌اند و در ۴۸۰پرتاب 
انکر راد ران فدہ cal, E‏ هریگ اوه وتا وه ا EA E‏ 

در پرتاب یک سکه است . و چون حوادث شانسی نیز چنان که گفته شد تا حدودی بایکد بگر 
خنثی شده‌اند با تقریب زیادی می‌توان گفت که در این تعداد انجام آزمایش این حوادث 


شانسی بر نتیجے آزمایش بیاثرند و لپذا نتیجه محاسبه شده که فرضا " : 





| می‌باشد برای آزمایش کننده نتیجه‌ای تقریبا " قطعی تلقی خواهد شد . 
hens oe‏ سرااشر ی مس CS‏ تھا EEE oly‏ 
وقوع یک حادته همین انجام آزمایش بهد فعات بسیار زیاد است ؟ و آیا راه سادەتری برای 
این تتفیص وجود ندارد 8 در پاسخ این کوال باید گفندگه اگرچه بهترین و مطمان‌ترین 
راه نیل به‌هدف فوق تکرار زیاد آزمایش و محاسبه احتمال به‌طریق تجریی می‌باشداما از راه 
دیگری نیز می‌توان بەاین هدف نابل گردید و آن مطالعه عواملی است که وقوع یک حاد ثهرا 
سبب می‌شوند بدین معنی که اگر عوامل موء‌ثر بر وقوع دو یا چند حادثے با یکدیگر کاملا 
ale‏ باشند آن‌گاه‌آن حوادث شاتس کاملا مساوی برای واقع شدن خواهند داشت . به‌عنوان 
مثال اگر خصوصیات فیزیکی د وطرف یک‌سکه مشابه هم باشند با اطمینان خاطر می‌توان‌گفت 
که احتمال وقوع هریک از دو روی سکه در نتیجه یک پرتاب مساوی روی د بگر آن خواهدبود. 
به‌همین ترتیب موردی را در نظر بگیرید که می‌خواهید از بین دو شیی , متلا" دوکتاب کەاز 
نظر خصوصیات ظاهری کاملا" شبیه یکدیگرند یکی را که متعلق به‌دوستتان است و شما آن را 
نمی‌شناسید اما خود او از روی قراین و علامتپابی که در داخل کتاب است آنرا می‌شتاسد 
انتخاب‌کنید LT.‏ دراینجا احتمال انتخاب هریک از دوکتاب فوق برای شما مساوی نیست ؟ 
مسلما" چرا ءعلت آن است که عامل مو*ثر در انتخاب شما خصوصیات ظاهری کتاب است که 
این خصوصیات در مورد هر دو CUS‏ کاملا" یکسان است . 
ننیجه‌ای که از بحث فوق گرفته می شود این است که اگر به‌صورت ظاهر ء عوامل موٴثر 
بر وقوع دو یا چند حادثه باهم مشابه باشند می‌توان وقوع آن حوادث رامتساوی الاحتصال 
فرض نمودہ و اگر این عوامل باهم مختلف باشند به‌میزان اختلاف . احتمال وقوع آن وقایع 





۱ - مقصود از , ماحتمال وقوع خط و مقصود از , ماحتمال وقوع شیر در آزمایش پرتاب 
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نیز باهم اختلاف خواهند داشت . 

برای LT‏ مطلب فوق بازهم از وضوح بیشتری برخوردار گرد د ذيلا" دو مثال دیگر که 
یکی از آنہا مربوط به‌پیشامد های متساویالاحتمال و دیگری مربوط به‌وقایع مختلف‌الاحتمال 
ایی ذکر می‌گردد . اولین مثال مربوط به‌یک تاس همتراژ است رام است که احتمال روایت 
هریک از ۶ جانب چنین تا سی با دیگر جوانب آن مساوی می‌با شد و به‌عنوان مثال دوم اگر 
فرض کنیم کیسه‌ا ی محتوی ۴ مهره قرمزرنگ و دو مهره به‌رنگ مشکی بوده و این مهره‌هاازنظر 
بای ee‏ کا کا ایا ال Soles Cle‏ بت مره ga‏ از این 
کیسه » با احتمال انتخاب یک مہرہ سياه مساوی نبوده بلکه دوبرابر آن خواهد يود . 


خصوصیات مهم احتمال 

برای احتعال ویژگیهای مختلفی را می‌توان بر شمرد که دوتا از مهمترین آنہا ذبلادر 
قالب د و قضبه بیان می‌گردند . 

قضییه ۱-۱ ۰ مقدار احتمال یک حادثه حداکثر مساوی یک و حداقل Cee‏ صفر بوده 
و مطمتنا" این مقداربزرکتر از یک وکوچکترازصفرنخواهدگرد پد . البته در بیشتر موارد مقدار 
احتمال بین صفر و یک بوده و مواردی کهاحتمال‌یک شیتی در ble‏ حدی باشد معمولا" از 
دایره بحث احتمال خارج می‌باشد زیرا اگر احتمال.وقوع یک حادثه برابر یک باشد بعنی‌آن 
حاد ثه "Lai‏ واقع شده و متقابلا" اگر احتمال وقوع حادثه‌ای مساوی صفر باشد یقینا" ails‏ 
نخواهد گرد Ls! ۰ a,‏ این قضيه که مقدار احتمال ھموارہ بین صفر و یگ است نشار آسان 
اچس یوک سا تیر ماس سا ہد اکا Peron SS‏ هت تس زان 
شیر باشد . بنابراین حداکثر مقدار احتمال شیر : 


و oe‏ که هی از تار E eR‏ شاد Hee‏ 
مقدار احتمال شیر 





خواهد بود اما واقعی‌تر آنست که گفته شود از n‏ بار پرتاب یک سکه ۳ مرتبه شیر و 3-10 
مریته خط میآ ید . (n>m)‏ و نتیجتا" مقدار احتمال آن ijed‏ 
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خواهدبود . بدین ترتیب رابطه : 
o< P<} )۱-۲(‏ 
اثبات میگردد . 

قضییه ۲ - ۱ ۰ مجموع احتمالات مربوط به‌هریک از حوادث ممکن‌الوقوع در TS,‏ زمایش 
مساوی یک می‌باشد . به‌عنوان متال مجموع دو احتمال مربوط به‌وقوع شیر و خط در آزمایش 
پرتاب سکه مساوی یک است . برای اثبات این قضیه فرض کنید در نتیجه ٦‏ بار پرتاب یسک 


سکه ۳ مرتبه شیر و ۲  -‏ مرتبه oe Ths‏ است 1 < 0 در نتیجه داریم i‏ 








. شد و در نتیجه قضیه مورد نظر اثبات می‌گردد‎ aalas 


ب محاسبه احتمال حوادث مختلف 


همان طور که در مقدمه این فصل ‌گفته E‏ حوادثیکە در آمار ازاحتعال وقوعشان صحبت 
می‌شود بەدو نوع ساده و مرکب قابل تقسیم می‌باشند . ذيلا" هریک از این دو نوع حادثه 
تعریف شده و با ذکر مثالهایی توضیح داده می‌شوند . اما قبل از این تعاریف ء لازم است 
ابتدا مفہوم فضای نمونه که در آن تعاریف مورد استفاد ه قرار می‌گیرد eke‏ شد ۵ و با ss‏ 
مثالهایی روشن گردد . 
" اگر هریکاز حوادث ممکن‌الوقوع در یکآزمایش را بصورت‌نقطه‌ای د ریک مجموعه " 
نشان د هیم مجموعها جا د شد a‏ 7 فضای نمونه و هریک از آن نقاط را یکنقطه 
نمونه نامند . " 
مثال yay‏ , فضای نمونه مربوط بەآزمایش پرتاب یک سکه را بصورت ریاضی و هند سی نشان 


د هید . 


1 
K a 


۲ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


مثال ۱-۲ . فضای نمونه مربوط به آزمایش پرتاب همزمان دو سکه را نشان د هید . 
پاسخ : این فضا شامل ۴ نقطه است که شامل حوادت اولی و دومی هردو شیر e‏ اولی شیر و 
د ومی bs‏ اولی خط و دومی شیر و بالاخره هردو خط می‌باشد . 


متال ۱-۳ . فضای نمونه مربوط به آزمایش همزمان دو تاس را نشان د هید . 


F)‏ و۱) و (۵ وا) و (۴ وا) و (۳ وا) و (۲ و۱)و (۱ و۱) 
(۶ و۲) و (۵ و۲) و (۴ و۲) و (۳ و۲) و (۳ و ۲) و (۱ و ۲) 
)£ و۳) و (۵ و۳) و (۴ و۳) و (۳ و۳) و (۲ و ۲) و (Yo)‏ 
F)‏ و۴) و (۵ و۴) و (۴ و۴) و (۳ و ۴) و (۲ و ۴) و (۱ و ۴) 
(۶ و ه۵) و (۵ و ۵)و (۴ و ۵) و (۳ و ۵) و (۲ و ۵) و (۱ و ۵) 
(۶ و ع۶) و )90 ۶)و (۴و ۶)و (۲ و ۶) و (۲ و ۶)و (۱ و ۶) 


1-١ J‏ . فضای نمونه مربوط به‌پرتاب همزمان دو تا س 


حال یس از تعریف مفپوم فضای نمونه و روشن شدن این مفہوم از طریق چند مشال 
فوق به‌بحث اصلی بازگشته و حادته ساده را بصورت زیر تعریف می‌کنیم . 

" یک حادثه ساده » حادثه‌ای است که به‌حوادتث دیگری LE‏ تجزیه نبا شد , " 

" در یک فضای نمونه هریک از نقاط نمونه نشان د هنده یک حاد ثه ساده مي‌باشند " 

آمدن شیر در پرتاب یک سکه » آمدن ۲ شیر در پرتاب همزمان دو سکه "هدن ۲ در 
پرتاب یک تاس ,آمدن ۶ و ۶ در پرتاب همزمان دو تاسء انتخاب یک کتاب بخصوصاز بین 
تعد ادی CES‏ مشابه » انتخاب یکاتومبیل ازبین‌د هپااتومبیل مشابه و فیره و غیرہ تماما " 
نمونه‌هایی از حوادث ساده می‌باشد . 

نکته قابل توجه و بسیار مهمی که در مورد حوادث ساده وجود داشته و می‌تواند 
بت ای باه برای lee‏ اتال سای تار ولب ان سی ETE‏ 
حوادث سادها ی که در یک آزمایش یا یک انتخاب امکان وقوع دارند از شانس مساوی برای 
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وقوع برخوردار هستند و اگر در مواردی هم این تساوی وجود ندارد سعی می‌کنند به طریفی 
آن را بوجود آورند . به‌عنوان مثال در آزمایش انتخاپ یک کتاب از بین دو کتاب با ظواهر 
6 مقابه تیال انتعات فرک ہا شا اتضال CUE!‏ 686 میاه اناتدر 
آزمایش پرتاب سکه هیچ دلیلی بر تساوی احتمال وقوع د وروی سکه با یکد یگر وجود ندارد . 
در چنین مواردی معمولا" فرض می‌کنند که سکه همتراز بودهو در نتیجه دو طرف آن از نظر 
وقوع متساوی الاحتمال می‌باشند و فس علی‌هذا . 

“یک حادثه مرب , حادثه‌ای است که به چند حادثه ساده LU‏ تجزیه باشد " 

" به‌عبارت So‏ حادثه مرکب حادثه‌ای است که شامل دو پا چند نقطه درفضای‌نمونه 
پاشد . " 

آمد ن یک خط و یک‌شیرد رپرتاب همزمان د وسکه,آ مد ن‌مجموع ۷د ریرتاب همزماند وتاس‌انتخلب 
یک‌مپره‌فرمزازکیسها ی‌که‌مثلا" د ‌مپره‌مشابه‌دارد که‌سه‌تایآنپا فرمزاست»انتخاب یک دانشجوی 
سال سوم از کلاسی که ۶ نفر از سی نفر دانشجویان آن سال سوم می‌باشند و مثالہایی!زاین 
قبیل همه و همه نمونه‌هایی ازحوادث مرکب‌می‌باشند زیرا هریک از نها به دو یا چند حاد ثه 
ساد ه قایل تجزیه‌اند . بدین ترتبب که حادده مطلوب در پرتاب دو سکه به‌دو صورت قایل 
وقوع است ء یکی اینکه. سکه الف شیر و سکه ب خط بیایدود بگری‌اینکه سکه الف خط و سکه ب 
شیر بيابد که هریک از این دو حالت » حوادثی ساده هستند زیرا به‌حوادث ساده‌تری قابل 
تجزیه نیستند . بهمین ترنیب در پرتاب دو تاس الف و ب حادثه مطلوب ممکن است‌به‌یکی 
از ۶ صورت (۱ و ۶) ۲(۰ و ۵) (Fat)‏ (۴و ۵(۰)۳و ۲) و (۶و۱) وقوع ach‏ که در 
هر پرانتز » عدد اول مربوط به‌تاس الف و عدد دوم به‌تاس ب مربوط می‌باشد . به‌هریک از 
این پرانتزها یک زوج مرتب گفته می شود و هریک از زوجهای مرتب فوق یک حادشه ساد ه 
هستند زیرا به‌حوادث ساده‌تری قابل تجزیه نیستند . و باز به‌همین ترتیب واقعے انتخاب 
مہرہ قرمز از کیسه‌حاوی مپره‌ها ممکن است به‌صورت انتخاب مہرہ قرمز الف ہا انتخاب مپره 
فرمز ب و یا انتخاب مہرہ قرمز ج اتفاق بیفتد که هریک از این سه اتفاق یک حادشه ساده 
هستند . بالاخره‌حادته انتخاب دانشجوی سال سوم از آن کلاس نیز به ۶ حادثه ساد ەقابل 
ice‏ اب اقا اوی ال می ضایر دما سیم ضارہ خیش و مال ندرم 
ارت که مسوم E gl‏ یک اد یرک odie dis (Soy‏ 

همان طوری که در مقدمه این فصل گفته شد چون طرز محاسبه احتمال یک حاد ثه‌ساده 
با Le‏ زک هاوخ کت oil eae‏ و ات ob‏ میس ساسحا لخاد بناده باه 
محاسبه‌احتمال حادثه مرکب‌است در اینجا ابتدا طرزمحاسبه احتمال حاد ثه ساده را توضیح 
داده و سپس در مورد شیوه محاسبه احتمال حاد ته مرکب بحث می کنیم . 


۳1 آمار برای دانشجویان رشته‌های | قتصادو بازررگانی 


۱ - محاسبه احتمال حواد ت ساد ه 


یکی از مساعلی که همواره در حل مسائل مربوط بەاحتمال برای افراد مبتدی‌ایجاد 
مشکل می‌کند تشخیص حادثه ساده و حادثه مرکب می‌باشد . شکل متداولی از این مشکل‌این 
است که د ربسیاری موارد اشکال ساد ای ازحوادث مرکب با یک حادثه ساد ه اشتیاه‌می‌شوند , 
برای اجنناب از چنین اشتباهاتی کافی است به‌تعریف حوادث ساده و مرکب توجه نموده و 
از آنپا به‌عنوان معیار تشخیص هریک از این دو نوع حادثه استفاد ه نمود . 

.تذ کر نکته مہمی در مورد احتمال حوادث ساده لازم است و آن این که معمولا" افراد 
اختما ل بسیاری از حوادث سادہ و اشکال سادەتری از حوادث مرکب را بەد لیل سہولتآنهاء 
Els Cae ee ee a E‏ اھ سم کا 
وجوه شث شش گانه یک تاس همتراز g‏ می‌با شد و به‌همین ترتیب co‏ انتخاب یک حلب روغن 
نباتی خاص enna,‏ ہاش سو ین 

اما اگر بخواهیم صرفنظراز مطلب فوق احتمالیک حادثه ساده را بر روی کاغذ محاسبه 
"کنیم نیز کا ر دشواری در پیش نخواهیم داشت و می‌توان ن بسادگی احتمال مزبور را محاسبه 
نمود . برای‌این ن کا ر کافی است به‌خاطرآ وريم که در جریان amy‏ پیرامون مفہوم ole‏ ثه‌ساد ه 
گفته شد که معمولا در یک آزمایش » کلیه حوادث ساده ممکن الوقوع از احتمال متساوی 
برخوردارند بنابراین اگر در یک آزمایش 2 حادثه امکان وقوع داشته باشد و بے عیارت 


دیگر clas‏ نمونه این آزمایش دارای n‏ نقطه به‌صورت زیر باشد 


می‌توان مجموع احتعالات مربوط بەاین حوادث ساد ه را به‌دلیل تساوی | Whoo‏ تشان‌بصورت 
زیر نوشت . 

۲ + + 

Al 2 

ازطرفی طبق فضیه ۲ - ۱ می‌د انیم که مجموعاحتما لات مربوط به‌کلیه‌حوادث در یک آزمایش 


برابر واحد است از تعمیم این قضیه به‌مورد فوق جمله زیر بد ست میا ید . 


درنتیجه احتمال هریک از حوادث ساده ممکن‌الوقوع در این آزمایش بصورت رابطه (۱-۳) 


فصل اول - تئوری احتمالات ry‏ 


که پک رابطه کلی ا ست بذ ست می‌آید . 
=Y)‏ 





بعضی از حوادث ساده وقایعی دو یا چند مرحله‌ا ی بوده و بطور طبیعی محاسبه آنها 
پیچید ه‌تر و مشکل‌تر از سایر موارد است . مثل پیشامد آمدن دو شیر و سه شیر و ...۰ و ظ 
شیر که به ترتیب در پرتاب همزمان د و سکه e‏ سه سکە و ها n‏ سکه مورد آزمایش قرار 
می‌گیرند . محاسبه احتمال وقوع این گونه پیشامدھا از طریق استفاده از رابطه ۳ ممکن أ ست 
اما در بسیاری از موارد با مشکلات زیادی همراه است .برای اجتناب از این مشکلات روش 
ساده‌تری برای عمل د رچنین مواردی بکار گرفته می‌شود , از آنجا که در این روش‌ازمسئله‌ای 
pi,‏ احتمال شرطی صحبت می‌شود ابندا مختصرا" در مورد احتمال شرطی توضیحاتی داده 


و سپس‌محاسبه احتمال حوادث ساده چند مرحله‌ای مورد بحث قرار می‌گیرد . 


احتمال شرطی 

کا ررد E‏ لے اعضال E‏ در اا eels (hes‏ ساد تا مق Sap‏ 
مرحله‌ای‌می‌با شداما درمواردی‌نیزا حتمال شرطی‌مطلوبیت نفسی داشته و محاسیه آن به‌خودی 
خود مورد نظر است و در این موارد احتمال شرطی به‌عنوان یکی از مراحل محاسبه احتمال 
حوادث‌د یگری محسوب نمی‌گرد د .در علمآمار این‌گونه احتمالات شرطی‌که مستقلا مطلوبیت 
دارند عمدتا" در قالب رابطیس امطرح می‌شوند . از آنجا که در این مرحله ازبحثاحتمال 
شرطی به‌عنوان یکی از مراحل محاسبه احتمال حوادث چند مرحله‌ای موردنیاز است لذا 
بصورت مختصر و فقط در حدودی که هدف مزبور تأمین گردد به‌آن پرداخته می‌شود و شکل . 
پیچید هتر آن یعنی رابطه و یا قضیه بیس در خاتمه مبحث احتمالات مطرح می‌شود زیرا در 
این رابطه احتمالات نسبتا" پیچیده‌ای مورد استفاده قرار می‌گیرد که باید قبلا"توضیح‌داده 
شود و به‌همین دلیل فضیه بیس یس از توضیح روش‌های محاسبه همه انواع حوادث مورد بحث 
قرار می‌گیرد . 

احتمال شرطی را بصورت زیر می‌توان تعریف نمود . 

" احتمال وقوع حادثه و وقتی‌که بدانیم atole‏ ۾ اتفاق افتاده است رااحتمال‌شرطی " 


G 


" نامیده و آن را بصورت (۸ ۱ PCB‏ نشان می‌د هند . 





1 - Bayes Formula 


۳۸ آمار برای دانشجویان رشته‌هایاقتصادوبازر گانی 


ae aye‏ بصورت " احتمال‌وقوع‌حادثه 8 بشرط آنکه‌حاد ثه ۸ قبلا"اتفاق‌افتاده 
باشد " خوانده می‌شود . 
مثال ۴ب( : در کیسه‌ای سه مهره مشابه وجود دارد که یکی از آنها برنگ سبز و دومی قرمز و 
بالاخره مہرہ سوم زردرنگ است . اگر از این کیسە یک مهره بیرون بیاوریم و آن مہرہ قرمز 
رنگ باشد احتمال این که مهره انتخابی دوم زرد رنگ باشد چقدر است . 
پاسخ : قبل از اینکه مهره‌ای را از کیسه بیرون بیاوریم احتمال انتخاب هریک از سه مره 
طاست اما پس از آنکه مہرہ قرمز بیرون هیآ ید :در کیسە فقط دو مهره باقی می‌ماند و UJ‏ 
احتمال انتخاب مہرہ زرد رنگ ( خواهد هد . 
+= (قرمز ! زرد) P‏ 

همچنانکه از مثال فوق بر می‌آید مسئلہ احتمال شرطی اصولا" وقتی قابل طرح است که 
Cully‏ موز رتا بمیکذ گر وایستگی داشت و از هم ستفل نباشتد , هرگاه وقوع یک خاد فه 
به‌نحوی احثمال وقوع حادثه دیگری را تحت pol‏ قرار دهد آن ga‏ کان هه از هم مستقل 
نبوده وبرعکس‌هرگاه وقوع حادته‌ای gamas‏ وجه دراحتمال وقوع دیگری موٴثر نباشد آن دو 
حادثه مستقل از بکدیگر خوانده می‌شوند .بدین ترتیب‌دو حادثه مورد بحث در متال فوق 
از هم مستقل تیستتد وبه‌همین دلیل احضمال شرطی در Se‏ فوق قابل ا Sabet‏ 
مثال ۵ - ۱ : در صورتی که در آزمایش مثال (۱-۴) مهره قرمزی را که در مرتبه اول‌انتخاب 
می‌شود مجددا" بەداخل کیسه برگردانيم احتمال انتخاب مہرہ زردرنگ در انتضاب دوم 
چقد ر است ؟ 
ا بایگد از مرو شاب ا رل زا تفه ول و نی آزک گر 6ل عق ie‏ 
ا ال مور تال ابی سا Ube Meal‏ ہت تال انتا ر Ris‏ 
- در انتخاب دوم همانند احتمال انتخاب مہرہ قرمز رنگ در انتخاب اول امت . 


= قرمز ۶ = زرد P‏ 
محاسیه احتمال شرطی در شکل ساده‌ای که فعلا" مورد نیاز است معمولا بصورت ذ هنی 
انجام می‌گیرد روش محاسبه‌آن نیز بدین ترتیب‌است که فضای‌نمونه را پس از وقوع حادثه‌ای 


که به‌عنوان شرط در نظر گرفته شده است مشخص کرده و سپس احتمال حادثه مورد نظر را 
ache‏ احتمال سایر حوادث ساده محاسبه می‌نمایند . 


حال پس از ذکر این توضیحات پیرامون احتمال‌شرطی ء شرایط برای بحث پیرامون. 


احتمال حوادث ساده چند مرحله‌ای فراهم شده و لذا به‌این بحث می‌پردازیم $ 


فصل اول - تئوری احتمالات ۳۹ 


محاسبه احتمال حوادت ساده چند مرحلهای 


شکل ظاهری آزمایش مربوط به‌این‌گونه حوادث بهد وصورت است‌که روش‌محاسبهاحتمال 
راوشد Sa‏ شکل تما یش یکسان میا شقن بل عیب برای اسام یک ماب 
مرحله‌ای می‌توان h‏ یک عنصر آزمایش را n‏ بار تکرار نسود و يا اینکه در یک 
آزمایش ج عنصررا باهم مورد آزمایش قرار داد که همان طور که قبلا" گفته شد » در هر 
دو صورت نتیجه یکسان می‌باشد . به‌عنوان مثال برای محاسبه احتمال آمسدن سے شیر در 
آزمایش پرتاب سکه » می‌توانیم یک سکه را سه مرتبه متوالی پرتاب نموده و نتیجه را ثبت 
کنیم و این آزمایش را آنقدر تکرارنماييم نا اطمینان حاصل‌گردد که درنتیجه حاصله‌تصادف 
و شانس نقش چندانی ندارد . همین نتیجه را می‌توان از طریق آزمایش پرتاب همزمان سے 
سکه نیز ہد ست آورد . علت آنکه این حوادث aie‏ مرحله‌ای نامیده شدهاند آن است که 
احتمال LT‏ در چند مرحله متوالی محاسبه می‌گرد د . 

محاسبه احتمال این گونه حوادث بستگی به‌نوع حادثه داشته و به‌دوصورت کلی 
انجام‌پذبر است SI.‏ مراحل مختلف موجود در یک حادخه ساده از یکدیگر مستقل باشند 
محاسبه احتمال آن پیشامد ساده‌تر از وقتی است که این مراحل با یکدیگر وابسنگی داشته و 
ال سرد Cols‏ بر esa‏ غ وا iy Sella dala‏ 


احتمال حوادث ساده چند مرحلما ی با مراحلی مستقل از هم 

برای محاسبه احتمال این گونه حوادث کافی است احتمال حادثه مطلوب درهر مرحله 
,| متسه شنوده و فو رک کر ور کرت :گر آزبایش کاب ترخا سل بوده و در هر 
مرحله پیشامد ساده مطلوب باشد احتمال مربوطه از طریق رابطه زیر قابل محاسبه است . 
)¥—)( 


ور ہج 


مثال ۶ - ۱ : مطلوب است محاسبه احتمال وقوع 7 شیر در آزمایش " مرتبه پرتاب یک سکه 
همتراز و یا در آزمایش پرتاب Sem‏ همتراز بطور همزمان 

پاسخ ۰ آمدن شیر در ھریک از دفعات پرتاب و یا در مورد هو سکەاز 9 سکه» حادشهای 
مستقل بوده و احتمال هر مرحله معادل چ است . با توجه ب‌رابطه فوق داریم . 


آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


مثال ۱-۷ ۰ مطلوبست محاسبه احتمال آنکه در آزمایش پرتاب همزمان دو تاس» تاس اول 
عد د ۶ و تاس دوم عدد ۳را نشان دهد . 

پاسخ : برای توضیح ببشتر در مورد شېو D‏ محاسبه حوادث ساد ه چند مرحلهای » این dts‏ 
را ایتدا از طریق درخت احتمال نشان داده و سپس آن‌راحل میکنیم . در مرحله اول یعنی 
در پرتاب تاس اول وقوع ۶ حالت امکانپذیر است و لذا د رخت‌ابتدا شش شاخه پیدام ی کند 
شاخه کوچک‌تر پیدا می‌کند زیرا در مرحله دوم نیز ۶ حالت ممکن است در اثر پرتاب تاس 
دوم اتفاق بیفتد و لذا درخت مزبور ۳۶ شاخه فرعی به‌شکل زیر پیدا می‌کند . 
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JS‏ ۱-۲ : درخت احتمال مربوط بهآ زمایش پرتاب دو تاس 


فصل اول- تگوری احتمالات ۳ 


همانطور که در شکل مشاهده می‌شود احتمال مورد نظر چچ می‌باشد . از طریق رابطه 
۷ سیا هیلع ات GS pes‏ ریس ناساس او 
و آمدن عدد۳ در پرتاب تاس دوم دو حادثه مستقل از یکدیگر بوده و احتمال هرکدام 
d‏ می‌باشد لذا احتمال حادته مطلوب بقرار زیر است : 


۴ اے‎ ١-٦ 
لوت‎ ME دیو میں کس‎ 


مثال ١-۸‏ : ما مور نمونه‌گیری مو:ٴسسە استاندارد می‌خواهد از بین ۵ نوع مهره تولیدی‌یک 
کارگاه که در ۵ قوطی جداگانه قرار دارند ۵ مہرہ را بەعنوان نمونه انتخاب کند (از هر قوطي 
یک مهره ).مطلوب است احتمال آنکه بەترتیب مهره‌های‌دارای‌شماره‌های ۱ ۰ ۰۳۰۲ ۴ ۵ازقوطی 
اول تا پنجم انتخاب گردند . در صورتی که قوطی اول ده مهره » قوطی دوم ٩مهره‏ » قوطی 
سوم ۸ مهره » قوطی چپارم ۷ مہرہ و بالاخره قوطی پنجم ۶ مهره داشته باشد . و مهره‌ها 
در درون قوطی شماره‌گذاری شده باشند . 

پاسخ : هریک از حوادث را در یک زوج مرتب نشان می‌د هیم . بدین ترتیب که مثلا" جمله 
( ۲-۲ ) به‌معنایا نتخاب مهره شماره ۲ از قوطی دوم می‌باشد . برای حل این مسئله از رابطه 
(۱-۴ ) بصورت زیر استفاد ه می‌کنیم . ۱ 


PL oporna) 5 Piya} a Perr) à Peer) z Prey) 3 (م-و)‎ 


برای محاسبه احتمال مزبور کافی است احتمال موجود در سمت راست معادله فسوق را 
جدا جدا حساب کرده و در هم ضرب کنیم ۰ داریم ۰ 


— 


1 ۱ ۱ 
Pyare OTF VS Perea وت دیا‎ 


P ار ایا د‎ 
])-۱(ء٦-٢(۰)٢-۳(ء۱۴-۷۶(ء)۵-۵(7‎ te ٩ ۸ N OF) ۰ 


1 





احتما ل حواد ث ساده چند مرحلەای با مراحل غیر مستقل 

احتمال این گونه حوادث نیز همانند مورد قبل Jolu‏ حاصلضرب احنما لات مربوط 
به‌هر مرحله می‌باشد . تنہا مسئله‌ای که این گروه از حوادث را از پیشامدهای چند مرحله‌ای 
دارای مراحل‌مستقل متمایز می سازد آن است که به‌جزاحتمال مربوط به‌مرحله اول »احنما لات 


۳۲ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


مربوط به‌هریک ازسایر مراحل احتما لاتی‌مشروط و شرطی می‌باشند .بد ین‌ترتیب اگر یک‌حادته 
sol.‏ شامل m‏ مرحله غیر مستقل از ۱ ھ تام ۸ بوده باشد احتمال آن به‌صورت زیر محاسبه 
میگردد . 


)١-۵( 


= =P ۲ ۲ eno 
ی و ہرک ا سو‎ POS Ce 00 3 


مثال ٩‏ -۱ . از کیسه‌ای که چہار مهره مشایه با چہار رنگ متفاوت c japs‏ سبزء آبی و سیاہ 

دارد می‌خواهیم سه مہرہ را بدون بازگردانی (یعنی مپره‌های انتخاب شسده را به کیسه 
بر نمی‌گردانیم ) » انتخاب کنیم .احتمال ٦ری‏ مهره‌های انتخابی بەترتیب قرمز , سبز و 
ایی رنگ باشند چقدر است؟ 

پاش امہ عون اک ا ره هی پھر gual) pl‏ وی نت 

از یکد یگر مستقل نیستند می‌توان از رابطه ( ۱۵ ) استفاده کرد . 


ابی = eRe‏ سبز = Åg‏ قرمز = oA,‏ (ابی وسبزو قرمز) = A‏ 


A A ATA A “PALA Ay) 
احتمال مربوط به‌هریک از مراحل را جداگانه حساب می‌کنیم . همانطورکه قبلا" گفته شد‎ 
معمولا " این عمل بصورت ذ هنی انجام می‌گیرد . در مرحله اول از بین ۴ مہرہ مشابه یکی‎ 
ناك کر برعلہ‎ Pi =% انتخاب دو بنابراین احتمال آنه این مهرهقرمز باشد‎ 
دوم فقط سه مہرہ برای انتخاب باقیمانده است ولذاي = (,۸:۱۸) ۲ است و بالاخره‎ 
۳) در مرحله سوم از بین دو مهره یاقیمانده یکی انتخاب خواهد شد و لذاج‎ 
. خواهد بود . که حاصلضرب این سه احتمال » احتمال مطلوب یعنی , ص را تشکیل‌می‌د هد‎ 


مثال ۱۰ ١ء‏ در یک مراسم قرعه‌کشی ۵۰ نفر و از جمله آقایان‌محمدی و علوی شرکت د ارند 
نحوه قرعه کشی بد بن ترتبب است که فردی با چشمان بسته از بین ۵۰ برگ کاغذ که برروی 
هرکدام اسامی یکنفر از »۵ نفر مزبور نوشته شده است ۵ برگ‌راانتخاب‌می‌کند , احتما لآنکه 


فصل اول - تئوری احتمالات ۳۳ 


در انتخایهای اول و دوم ب‌ترتی بآ قایان محمدی و علوی انتخاب شوند چقدر است ؟ 


پاسےخ: 


علوی = A.‏ 7 محمدی = Ay‏ ‘ ( علوی ومحمدی ) = A‏ 


| ا پان = باشد . لذا احتمال حادث ۸ مقدا ٠‏ 
ری و وت ا و Pee LAY)‏ می‌باشد : ee!‏ 2 زیر 


۲ س محاسیه احتمال حوادث مرکب 


EYE‏ پیچیدگی اصلی د رمحا سبه | حتمالات پیشامد های مختلف عمدتا "مربوط بها حتمال‌وقوع 
حوادث مرکب است . اگر آن‌طور که بر مینای تعریف احتمال در رابطه j‏ ۱-۱) گفته شد طرز 


محاسبه احتمال هر حاد ثه را P=‏ بدانیم در بسیاری از حوادث مرکب محاسبه 





صورت و مخرج این کسر یعنی 9M)‏ ۲ ) بقدری پیچیده و مشکل است که عملا" استفاده از 
رابطه فوق را غیر ممکن می‌سازد . در حالی که در حوادث ساده صورت کسر همیشه M=]‏ 
بوده و مقدار مخرج < نیز معمولا" براحتی قابل تشخیص است اگرچه در این قبیل وتایع 
نیز محاسبات از نظرسپولت یکسان نبوده و بعضی‌از آنها از برخید یگر پیچید هترمی‌با شند . 
به‌هرحال رابطه ( ۱-۱ ) اگرچه رابطه‌ای ple‏ و فراگیر بوده و احتمال هرگونه‌حادثه‌ای با 

هرد رجه از پیچیدگی ازنظر منطقی با استفاده از این رابطه قابل محاسبهاست‌اما همان‌طور 
که قبلا" گفته شد استفاده ازاین‌رابطه به‌لحاظ مشکلات فراوانی که دارد در بسیاری از موارد 
غیر ممکن است و لذا برای سپولت حل مسائل مربوط به‌پیشامد های مرکب » این پیشامد ها 
به‌چند دسته تقسیم ؛ و برای هرکدام راه حل ساده و مناسبی پیش بیتی شده است. براساس 
این تفسیم‌بند ی حوادث مرکب به‌چند دسته کلی به‌صورت زیر تقسیم می‌گردند . 

۲ - الف اجتماع چند حادته ساد ه 

۲ - ب اجتماع tole are‏ مرکب 

-Y‏ ج - اشتراک are‏ حادثه مرکب 

هریک ازاین سے نوع خود به‌انواع مشخص تری تقسیم می‌شوند که ذيلا "به تفصیل 
مورد بحث قرار می‌گیرند . 


۳۶ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


۲ الف احتماع چند حادثه ساده 

این گروه از حوادث مرکب . حوادثی هستند که فقط و فقط به‌چند حادثه ساده SG‏ 
تجزیه می‌با شند به‌عنوان مثال انتخاب یک مپره قرمز از کیسه‌ای که ۲ مپره قرمز و سه مہرہ 
مکی رگ و ارہ از این جیب داد یردی LEM‏ سز یھر مان عه ناد امت چگ از 
این پیشامد های ساده انتخاب مہرہ قرمز رنگ اول و حادثه د یگر انتخاب مپره قرمزرنگ‌دوم 
می‌باشد . برای محاسبه احتمال این گونه حوادت از قضیه زیر استفاده می‌شود , 

قضیه ۰۱-۳ احتمال یک حادثه مرب که ma‏ حادثه ساده قابل تجزیه است برابسر 
کرو ا ف E S AE ER‏ 

با استفاده از این قضیه می‌توان رابطه عام و کلی (۱-۱) را بسدست "ورد . اگر فضای 
نمونه مربوط بەیک آزمایش n‏ کت oth‏ و حادثه موردنظر ۸ نیز حادثه‌مرکبی 
باشد که ma,‏ حادثه ساده m)‏ هن gl ete lahat A,‏ ینحادثہ یعنی 


AY 
بەصورت زیر ہت‎ Pa 


از طرفی می‌دانیم که حوادث , ۰۸ ۰/۸ A. viens‏ وقایعی ساده بوده و احتمال همریکاز 


2 )!ری یں[ 
بدین ترتیب رایطه کلی محاسبه احتمالات یعنی رابطه ( ۱-۱ ) اثبات موگردد .این 
aba,‏ ان که فلا کک کد یکا برای اتی اال کر گر سا دای ند still‏ 
قرارگیرد اما بهد لیل د شواریها و پیچیدگیمهای‌موجود در بسیاری از موارد عملا" فقط درمورد 
محاسبه احتمال حوادث موضوع این بند به‌کار گرفته می‌شود . 
مثال ۱۱ - ٩‏ . در کیسه‌ای دو مهره قرمز و سه مهره مشکی رنگ قرار دارد . مطلوب است 
احتمال آن که در یک انتخاب تصادفی . از این کیسه یک مپره قرمز رنگ بیرون آید . 
پاسخ : حادثه مطلوب همان‌طوری‌که قبلا" گفته شد فقط بهد و حاد ته ساده انتخاب مهره 
قرمز رنگ اول یا دوم قابل تجزیه بوده و Glas‏ نمونه آن نیز دارای ۵ نقطه نمونه می‌باشد . 


بنایراین احتمال آن مقدار زیر را خواهد داشت , 


۱ ١ 
PAST Bag i 


فصل اول - تگوری احتمالات ۳۵ 


و با فضای نمونه (مخرج کسر ) به‌چند حادته ساد ه LG‏ تجزیەاند » همیشه امری She‏ «نیست. 
در بسیاری از موارد ny my! ae‏ باید با استفاده از روشبای خاض یاک از قبیل ترکیپ۲ 
on ees‏ تھ ای که Bulgar ale Ss‏ رد ان یفن اغات و جور 
مختصر توضیح داده شده و برای هریک از آنها یک مثال آورده می‌شود . 

کیسەایرا در نظر بگیربدکه حاوی ۳ مهره بوده و برروی هریک از این مهره‌ها به‌ترتیب 
اعداد ۱ Pe‏ نوشنه شده است . می‌خواهیم بدانیم در آزمایش انتخاب دو مپره از این 
کیسه چند حالت می‌تواند اتفاق بیفند ؟ این سئوال به‌دو صورت می‌تواند پاسخ گفته شود . 
انتخاب دوم با حاد ثه انتخاب مپره ۳ در انتخاب اول و انتخاب مپره | در انتخاب دوم 
بی‌تفاوت wth‏ یعنی نرتیب انتخاب شماره‌ها اهمیتی نداشته و فقط وجود اصل هریک از سه 
شماره مہم باشد . این حالت را اصطلاحا" ترکیب نامیده و در این صورت مسئله فوق سه 
حالت(۲وا )و (۳و۱) و (۳و۲) را می‌تواند داشته باشد . اما اگر ترتیب انتخاب شماره‌ها نیز 
مورد نظر sal‏ پاسخ مسئله ء۶ می‌باشد زیرا هریک ازحوادث سه‌گانه فوق به دو حالت 
تفسیم می‌شوند . این حالت را ترتیب یا تبدیل نامیده و ۶ زوج مرتب زیر پاسخ مسئله فوق 
در حالت ثبد یل می‌باشد . 


)1 و۱) و (۱ و۲) و (۲ و۱) و (۱ و۲) و T)‏ و۲) و (۲ و۳) 


در حالت کلی مطلب فوق را می‌توان در قالب قضایای ذ یل عنوان نمود . 
فضیه ۱-۴ . تعداد ترتیبهای m‏ شی‌ از n‏ شیٴ متمایز برابر است با 
n! )۱-۶(‏ 
بت 5 ۲ 

n,m  (n-m)! 
مثال ۱-۱۲ با ارقام (۱۰۲۰۳۰۴۰۵) چند عدد سه رقمی می‌توان نوشت بطوری که هر‎ 
. عدد فقط یکبار مورد استفاده قرار گیرد‎ 


پاسسخ : ۲=" و ۱-۵ می‌باشد لذا جواب مسه مقدار زیر را خواهد داشت : 


۳ ۵ | ۲ 

بی ہیں a‏ سر و 
مثال ١ - ١۳‏ ء با ارقام مسئله قبل چند عدد ؿ رقمی می‌توان نوشت در حالی که ازهر عدد 
LS, bas‏ استفاد ه شده باشد . 





1 - Combination 


2 - Permutation 


٣‏ آمار برای دانشجویان رشته‌هایاقتصادوبازرگانی 


پاسخ ¦ 7-۵ ns‏ می‌باشد لذا داریم : 





۲ = ô | 2 ۵ | 
۵.۵ (OS) [ Tol. 
7ئ‎ = ål = 1Yo 


قضيه ۵ - ly‏ تعداد ترکیبهای M‏ شیی از شیی* منمایز برابر استيا : 


)۱۰-۷( 


مثال ۱-۱۴ به‌چند طریق می‌توان از بین ۵ نفر یک مجموعه سەتائی تشکیل داد . 
پاسخ: چون درمجموعه‌ها ترتبب قرارگرفتن عناصر موردنظرنیست‌می‌توان ازرابطه (۱-۷) 
استفاده نمود . 


۵۱ ۲ ۔‎ ôl Di 
yy ۵ FTS 


در قضیه هم( . اگر درست دقت شود در باره تعداد حالاتی که می‌توان ٦‏ عنصر متمایز را 
در دو Moy S‏ تایی و ۳ M-‏ تایی تقسیم نمود صحبت می‌شود زیرا وقتی که یک مجموعسه 
M‏ عنصری از n‏ عنصر جدا می‌شود عناصر باقیمانده یک مجموعه N= mM‏ عنصری‌را تشکیل 
مید هند . می‌توان این قضیه را از شکل فوق که مربوط بهد و گروه است به‌فضیه زیر که نقسیسم 
7 عنصر در کا گروه است نیز تعمیم داد . 

قضیه ۶ -۱: تعداد طرقی که می‌توان یک مجموعه 7 عنصری را به E‏ گروه جداکانه تقسیسم 
نمود به‌طوری که 7 عنصر گروه !ول وې ۳ عنصر در گروه دوم وو ع تاو کرو کا ام 
قرار گیرند برایر است با : 

)۱ -۸( 





n Js n 1 
Nf NY ملف‎ n ny! ۰۸ 


مثال ۱۵ - ۱ : به‌چند طریق می‌توان ۷ نفر را در یک اطاق سه‌تختی و دو اطاق دو نختی‌جا 


داد . 


are پا‎ 
۷ ) = eee 9ج‎ 
Yaa >> + 7ٌ 


مواردی که تا کنون مورد بحث قرار گرفتند همه دارای یک وجه مشترک هستند و آن 


فصل اول - تئوری اجتمالات ۳۷ 


این است که تعداد N‏ عنصر اولیه همگی از هم متمایز بوده و به‌عبارت دیگر همگی‌غیر مشابه 
هستند اما اکنون قضیه‌ای را مطرح می‌کنیم که در آن N‏ عنصر موجود در کا گروه جا دارند که 
هر گروه حاوی تعدادی polie‏ مشابه هم می‌باشد . بد بن ترتیب از N‏ عنصر موجود N‏ عنصر 
با یکدیگر مشابه و با سایر عناصر متفاوت هستند و به‌همین ترتیب Ny‏ عنصر باهم مشایه و 
ی نا WL pas‏ تیا هم MG LES‏ ارت سافن 

قضیه ۱-۷ تعداد ترتیب‌ها و یا تبدیلهای ٦‏ تائی متمایز tytn‏ که ۳ تای آن 
یک نوع وې" تای آن از نوع دوم و ۰ وبالاخره " تای آن از نوع K‏ ام است‌ازرابطه 
)1-4( قابل محاسبه می‌باشد . 


مثال ۱۶ -۱: به‌چند طریق متفاوت می‌توان دو درخت کاج و یک درخت بلوط را کنار یکد یگر 


کاشت . 


پاسخ : روشن است‌که دو مجموعه ذیل با یکدیگرتفاوتی ندارند و بنابراین هردویک‌مجموعه 
تلقی می‌شوند . ۱ 
[ گاج اول ء بلوط, کاج دوم =( کاچ دوم بلوطء کاج اول ] 


}5 و cS‏ و بلوط) و et}‏ و بلوط و {eS‏ و بلوط و کاج و كاج ) 


ین نيجه ر می‌توان از رابطه ( هب۱ ) نیز بدست آورد . 





مثال ۱۷ - ۱ بەچند طریق متمایز می‌توان ٣لامپ‏ قرمزء ۴ لامپ زرد و ۲ لامپ آبیرادر 
یک رد یف نصب کرد . 
پاسخ : از رایطه ( ۱-۸ ) استفاده می‌کنیم . 


۰ ج ا 
TI ۳ | |‏ 
در مثالپای فوق صرفا" در مورد تعداد ترکیپ‌ها و ترتیبپا در حوادث مختلف صحبت 


می‌شد و ازاحتمال حرفی در میان نبود اما در دومثال ذیل نقش قضایای فوق در حل‌سائل 


Ki‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


مربوط بها حتمالات مربوط به‌حوادث مرکب که از مجموع چند حادثه ساده ایجاد شد اند 
به‌خوبی روشن می‌شود , 

مثال ۱-۱۸ از یک کیسه حاوی ۴ مپره سفید و ۲مهره سیاه »سه مہرہ را می‌خواهیم انتخاب 
کنیم . احتمال AGT‏ ۲ مهره سفید و یک مپره سياه انتخاب شوند چقدر است ؟ 

پاسخ ؛ حادثه مورد نظر یک حادثه مرکب است که از مجموع چند حادثه سه‌مرحله‌ای ید ید 
آمد٥ەاست‏ زیرا این asal‏ می تنواند چنان که "las‏ مشخص می‌شود به۱۲ حاد ثه ساد ه سه 
مرحله‌ای تقسیم شده و احتمال آن از far‏ احتعالات این ۱۲ حادته بدست آید که جہت 
سپولت از قضایای ترکیب برای حل آن استفاده می‌شود . 


A n 
مساوی است با تعداد ترکیب‌های ۳ تایی ممکن؛لحصول که ۲ مهره سفید و‎ n دراین رابطه‎ 
یک مهره سياه داشته باشند , با کمی دقت می توان دریافت که فقط دو حالت برای انتخاب‎ 
وجود دارد و با هریک از این :دو جات رم حالت برای انتخاب ۲ مهره سفید‎ thaw مپره‎ 


از ۴ مپره سفید می‌تواند متناظر شود . بنابراین صورت کسر مقدار زیر خواهد بود : 


2 -(1)( (۳ ٢×۶ ء٢‎ 


٦‏ یعنی مخرج کسر نیز با کل ترکیبات Shea‏ کی ممکن‌الحصول بد ون هیچگونه قید و شرطی 


برایر است (فضای نمونه ) و بنابراین مقدار آن از رابطه زیر بد ست میآ د ید 


(Freer = 


از تفسیم دو مقدار فوق برهم مقدار Py‏ بدست میآید 


مثال ۱٩‏ -۱: مو سسه‌ای go‏ نفر پرسنل دارد که yo‏ تن از آنان مدیر و ۴۰ نفر باقیمانده 
کارمند جزء می‌باشند . سئولین مو سسه می‌خواهند سه جایزه را پرحسب قرعه به سه نفر از 
پرسنل موءسسه اعطا نمایند اما مایلند که حداکتر یکی از جوایز بەگروہ مدیران تعلق گیرد . 
احتمال تأمین این خواسته را در شرایط طبیعی و بدون استفاده از روشهایی از قبیل سهمیه 
بندی و غیره تعیین کنید . 

اث2 سال ات ما ie ieee‏ ایک ایک را گار ماه ان 


فصل اول - تلوری احتمالات ۳۹ 


تعلق نگیردر .7 و دیگری اینکه یکی از جوایز به‌آنها تعلق بگیرد ر )۳ که هریکاز اینهاخود 
احتما لات مربوط به‌حوادث مرکبی هستند که از مجموع چندین حادثه ساده سه‌مرحلها یہد ید 
آمده‌اند 3 شایسته است خوانند ه محترم جہت تمرین تعدادی از این حوادث ساد ه راپرروی 


. مشخص نماید . بدین ترتیب حادثه مورد نظر را به‌صورت زیر می‌توان نوشت‎ LEB 


P + P 


و نہ 
عبارت .)۲ به‌معنای آن است که هر سه نفر از بین ه ۴ نفر کارمند جز* انتخاب شوند یعنی 
هرسه فرد انتخایی از گروه ۴۰ نفری انتخاب شوند . تعداد کل ترکیبات ممکن‌الوقوع مطلوب 
از رابطے ترکیب. (T)‏ مشخص میگردند . 


ی 


(e) =a E) 
۳ 
. ؟ بەصورت زیر قایل محاسبه است‎ 


0090920۳ 


)۱( n ۵۰ 


(hare ب‌همین‎ 





9 BERGE] 
wey Er O 
P, = Gp ee 0 21 t) ۸ 


۳۳۵ ۵۴×۸۰ کم 
۳۱ 











حال پس ازمشخص شدن شیوه حل مسائل‌مربوط بەاحتمال حوادت مرکبی که از اجتماع 
چند حادثه ساده پدید آ مد ماند نوبت به‌بحث پیرامون حوادث مرکبی می‌رسد که از احتماع 
چند حادته مرکب تشکیل یافته‌ا ند و مثال ۱-۱٩‏ یکی از اشکال ساده این قبیل حوادث بود 


t.‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


۲ ب اجتماع چند aisle‏ مرکب 


این روش مرسوم ومتداول است‌که پیشامدهای مرکب‌موضوع این‌بند را به‌زیان مجموعه‌ها 

بیان می‌کنندو این کساراز آن جهت که بەفہم بهتر مطلب کمک می‌کند روشی پسند يده 
و نیکوست‌و به‌همین دلیل در اینجا نیز مراعات گردیده است . 

محاسبه احتمال حوادث موضوع بند ب وقتی میسر است که حوادث سازگار و ناسازگار 

از یکدیگر تمیز داده شوند . به‌همین جپت ابتدا راجم به‌این دونوع حادثه صحبت نموده 


و سپس بحت اصلی را دنبال می‌کنیم . 
حوادت سازگار و ناسازکار 


در شکل ١-٣۳‏ مجموعه S‏ را که شامل n‏ عنصر می‌باشد در نظر بگیرید . به‌همین‌ترتیب 
چپار مجموعه Au Aye Ay‏ و۵ را که هریک به‌ترتیب دارای My Ty m‏ و ۳ عنصربود د 
و هریک زیر مجموعه‌ای از مجموعه 5 می‌باشند ملاحظه کنید . اگر هریک از این چهار زیر 
مجموعه » نشان د هند ه یک حادثه خاص با شند و پیشامد .۵ وی۸ را نسیت یەیکد یگر شا کار 


" د و پیشامد را ناسازگار گویند وقتی که هیچ یک از حوادث ساده مربوط به‌آنها " 
اک کسام ANB = ¢ Sahin’‏ " 
ہیک EA‏ کرش E‏ الکن کی easly)‏ ماس تن 
" ببه‌آنها در هردو مشترک باشد و بعبارت AG So‏ ۸08 " 





شکل ۱-۳ حوادث سازگار و تاسازگار 


فصل اول - تثوری احتمالات 1۱ 


درآزمایش پرتاب یک تاس آمدن عدد زوج و آمدن عد دفرد دوحادثه‌ناسازگار و مانعه‌الجمع 
هستند در حالی که آمدن عدد زوج و آمدن عدد کوچکتر از ۵ دو حادثه سازگار می‌باشند . 

واضح است که فقط حوادث مرکب می‌توانند با یکدیگر سازگار باشند و کلیه حوادث 
sol‏ با یکدیگر ناسازگارند sol Ly‏ ساده دارای اجژاعی نیست که بتواند با دیگر 
حوادث مشترک باشد . 

حال‌که مفهوم‌سازگاری و ناسازگاری حوادث توضیح داده شد می‌توان درمورد احتمال 
حاد ته مرکبی که از اجتماع aig‏ حادثه مرکب دیگر پدید آمده است صحیت نمود . به زبان 
مجموعه‌ها اگرحاد at‏ مثل ۸ از مجموع دو حادته دیگر مثل A‏ وپ به‌وجودا مده‌باشد می‌توان 


آنرا به‌صورت زیر تشان داد . 


A=A,U AY 


حال با توجه به‌شکل ۱-۳ اگر بخواهیم تعداد نقاط موجود در مجموعه ۸ را بشمریم می‌توانیم 
=A +A -‏ 
و 
علت‌اینکه‌عبارت ( پ۸ 0 (A‏ ر کم می‌کنیم این‌است که تعداد نقاط موجود در این مجموعه 
دومرتبه شمارش شده‌اند Sl.‏ تعداد نقاط موجود در مجموعه( 6۸ A‏ )را بام 70 وتعداد 
نقاط موجود در مجموعه A‏ را t‏ ۸ نشان د هيم با توجه به‌اینکه قبلا" گفنیم oum gm‏ می 
د هند ه تعداد نقاط موجود در برای ۾ و a‏ می‌باشند واضح است که رابطه زیر را 
۲ 


می‌توان در مورد تعداد ble‏ موجود در A‏ نوشت . 


m= 5 +M -m 
۱ ۲ و"‎ 


n‏ است واضح است که احتمال مربوط به هریک از حوادث فوق به‌صورت عیارت زیر قایل 


نمایش است . 


ziom ZAN = کا‎ = MA 
Pa n $ Pa m ; 5 لا‎ "(A NAF) n 





mo‏ نے MY‏ ہپ 


n n n A 





۲۳ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازرگانی 


با توجه بەاحتمالات مربوط به هریک از حوادث » معادله فوق را بصورت زیر نیز می‌تسوان 
نوشت . 
-٩(‏ ۱) 
=P, =P, +P, -P‏ ۳ 

7 وو ید رو رو (Apway)‏ 
مثال ٥‏ ۱ ۱ در آزمایش پرتاب یک ناس A‏ نشان د هند هده پیشامد وقوع dacs‏ زوج و 8 نشان 
دهنده حاد ثه‌وقوع عد د کوچکتر یا مساوی ۵ می‌باشد .مطلویست احتمال آنکه در اینآزمایش 
عدد زوج و یا کوچکتر از ۵ بیاید . 


پاسخ : برای وضوح بیشتر ابتدا دو حاد که ۸و 8 را بر روی نمودار مشخص می کنیم . 


شکل ۴ -۱ 


همان طور که در شکل مشخص است دو حادثه A‏ و8 با یکدیگر سازگار بوده و بنابراین برای 


P,+P_-P 


Pa TB Pia np)‏ (وں۸)؟ 


با توجه به‌اینکه Glas‏ نمونه =f‏ تقطه نمونه دارد احتمالات طرف راست رابطه فوق را از 
روی شکل می‌توان بدست آورد . 


d 
A 


y 
۳ 3 PlanB) 


ae 
۶ 


و در نتیجه چواب مسئه مقدار زیر خواهد بود . 


فصل اول - تثوری احتمالات ۳ 


رابطه ۱-٩‏ رابطه‌ای کلی است و می‌تواند برای کلیه حوادتی که از دو حادثه مرکب 
تشکیل شده‌اند مورد استفاده قرار گیرد اعم از آنکه این حوادث مرکب با یکدیگر سازگار و 
با ناسازگار wl‏ ۰ واضح است که وقتی دو aol‏ ۸ و نز باشند L‏ یکد یر وجه 
\ 
مشترکی نداشته و طبعا" عبارت 4 = Ri st‏ شده و در نتیجه احتمال آن مساوی صفضر 
خواهد شد . 
0008 
و بد ین ترتیب درحوادت ناسازگار جملات مربوط بەاشتراکات loas gama‏ مساوی صفر شده و 
از رایطه ۱-4 حذف می‌شوند و در نتیجه رابطه ۱-۹ برای حوادث ناسازگار به‌صورت رایطه 
۱-۰ در میآید . sob PALJA oo‏ ناسازگار باشند داریم 
(yeta)‏ 
P =P, +P‏ 
(A, UAy) Ay Ay‏ 
اگر حادثه‌ای از جمع m‏ پیشامدمرکب ناسازگار ایجاد شده‌باشد چون هیچیک از حوادث‌باهم 
وجه مشترکی ندارند لذا جملات مشترک وجود نداشته و رابطه ۱-۱۰ را می‌توان به‌صورت 
رابطه ۱-۱۱ برای " حادثه ناسازگار نیز نوشت . 


(1-11) 


مثال ١ - ٢٢‏ : کیسه‌ای حاوی ۵ مپره قرمز؛ ۶ مهره سفید ۰ ۲ مهره زرد ۰ ۲ مهره سیز و ۴ 
مهره آبی رنگ می‌باشد .احتمال آنکه در یک انتخاب مہرہ قرمز یا سفید بازرد و یاسبزبیرون 
بیاید چقدر است؟ 

پاسخ : اگر حادثه انتخاب مہرہ قرمز را با ۸ ء مپره سفید را یا 8 ؛ زرد را CL‏ و سبز را 
DL‏ نشان د هيم واضح است که این حوادث با یکدیگر ناسازگار بوده و لذا از رابطه ۱-۱۱ 
می‌توان استفاده نمود . 


+P. +P. +P 


PCAUBUCUD) A و‎ *Pp 


جملات سمت راست معادله را جداگانه حساب نموده و سپس در معادله قرار می د هیم , 


a 
y. 


ò _F AA 
Vis SE ET 


££ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


۹ ۸۸ھ a.m‏ اد + PrauBucup) T"‏ 
برای محاسبه احتمال حادثه مرکبی که از اجتماع n‏ حادثه مرکب پدید آمده‌است واین 
Sly‏ هنگی وا بی ا راا راک کو سنازگار ساد Mealy‏ کی و فراگیری وجود E‏ 
زیرا نحوه سازگاری حوادث در تمامی موارد یکسان نیستند ممکن است در یک مورد » حاد شه 
BLA‏ سازگار و هردوی این پیشامدها با واقعه ٥‏ ناسازگار باشند و يا اینکه ۸ با 8و € 
را گار امھ se GALES LLG Lk SS bey‏ ما ےا ER‏ 
با یکدیگر ناسازگار باشند و با هرسه حادثه باهم سازگار و ۰... نتیجه‌چنین‌تفاوتهافی‌آن 
است که در روابطی که برای محاسبه هریک از این حوادث در نظر گرفته می‌شوند جملات 
مربوط یه‌اشتراک حوادث که برای حذف د وباره‌کاری‌ها در نظر گرفته می‌شوند L‏ یگرتفاوت 


داشته و نمی‌توان ہک رابطه واحد و کلی را برای تمامی موارد ارائه نمود . 


البته عنی جملات فسوق این نیست که برای تشخیص و بد ست آوردن این‌روابط 

هیچ صابطه کلی وجود ندارد . برای تشخیص رابطه کلی مربوط به‌محاسبه یک حادثه مرکب از 
نوع موردیحث می‌توان براساس قواعد مربوط به‌مجموعه‌ها »از طریق جمع کردن نقاط موجود 

د رچند مجموعه سازگاری که حادثه مورد تظر را تشکیل می‌د هند و کسر کردن نقاطی‌که دوبار 
و یا بیشتر محاسبه شده‌اند به‌این مهم د ست یافت . 
مثال ۲۲ -۱: بر طبق ضوابط موجود در یک اداره که یکصدنفر پرسنل دارد در هرسال To‏ 
نفر از پرسنل می‌توانند از درآ مدهای Joly‏ از اضافه‌کار 4 ٠٥٠١‏ نفر از درآ مدهای مربوط 
ea‏ موریتهای داخلی خارج از مرکز ١١ B‏ نفر از درآمدهای مربوط bas‏ موریتهای خسارج | ) 
کشور 6 و ٢١٢‏ نفر نیز از مزایای پاداشهای غیرنقدی D‏ استفاده نمایند . بر طبق‌همین 
مقررات هیچیک از افراد گروه D‏ نمی‌توانند عضو سه گروه د یگر باشند . همچنین هیچیک از 
افراد دو گروه 8 و C‏ نیز نمی‌توانند در گروه د یگر عضویت داشته باشند بالاخره معمولا" سه 
نفر از افراد گروه ۸ در گروه ع و ۵ نفر نیز در گروه 8 عضویت دارند . مطلوبست محاسیه 
احتمال آنکه یکنقر از پرستل این‌اداره بتواند در سال حداقل از یکی از مزایای درآ مدی‌فوق 
استفادہ نماید . 
پاسخ : مطابق نمودار زیر که به‌دیاگرام ون معروف است حوادث ( ۸ و 8 ) و ( 0و۸ ) با 
یکد یگر سازکاربوده و حوادث CLB)‏ )و نیز حوادث ( ۸ و8 و € با 0 ) با یکدیگرناسازگار 
هستند و حادثه موردنظر پیشاند( 9 ل 6 لا 8 ل ۵ ) می‌باشد . 


فصل اول - تئوری احتمالات 5۵ 





مطابق شکل می‌توان برای محاسبه احتمال مورد نظر مجموع bli‏ موجود در چہار مجموعه را 
از طریق رابطه زیر محاسبه نمود . 


(AUBUCUD) = A +B +C +D -(ANB)-(ANC) 
. حال برای محاسیه احتمال حادثه مطلوب رابطه فوق را می‌توان به‌شکل زیر تفییر داد‎ 


P,+P.+P.+P_-P 


PrauBUCUD) TATE CO (ARB) ART) 


عبارات طرف راست رابطه فوق با توجه بەشکل به راحتی قابل محاسبه‌اند . 





۳۰ ۱۰ 5 
PA =r و‎ A و ۲ و 71ات‎ PY ۱۰۵ 


AnB) i 
Poc ۳ ۳ = ۳ 


از جایگذاری این ارقام در رابطه اصلی احتمال موردنظر محاسبه می‌گردد . 


۲)۸ UBUCUD) = ۰/۱ + ۰/۲ + ۰/۱ - ۰/۲ - ۰/۰۵ - ۰/۰۲ = ۰/۶۲ - ۶۲ , 


نکته‌ای که به‌عنوان پیش درآ مد بحث بندج قابل ذکر است‌این‌است کاحنمال‌حوادتی 
از قبیل 8 0 ۸ و نظایر آن در همه موارد به‌راحتی قابل محاسبه نیست و باید بزای محاسیه 


11 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


آن از شیوه‌های بخصوصی استفاده نمود . که این شیوه‌ها در بند ج که موضوعآن اشتراکچند 
حاد ته مرکب می‌باشد توضیح داده خواهد شف . 


۲ ج اشتراک چند ob‏ مرکب 


حادثه‌ای که از اشتراک چند حادثه مرکب یدید میآید در واقع شکل پیچیدەتری از 
حوادث ساده چند مرحله‌ای می‌باشد .از آنجا که این شکل ساده یعتی حوادث ساده چند 
مرحله‌ای قبلا" به‌تفصیل مورد بحث قرار گرفته‌اند در اینجا از بحث تفصیلی پیرامون SS‏ 
پیچیده‌تر آنپ | یعنی اشتراک چند حادثه مرکب خودداری گرده و به توضیح مختصری 
پیرامون این قبیل پیشامدها اکتفا می‌شود . 

Le cli lic se‏ کی فاد که ری ود اوه GOS‏ رف 
ee lial ght ate‏ که دز یما مر و کر هرک و یراد ل خود lest‏ 
هرک میا فد در E eel as lle‏ کی اواد فاا She‏ ی sls.‏ هدو 
به‌همین دلیل محاسبه احتمال هریک از مراحل یک پیشامد مرکب معمولا" پیچیدەتر از یسک 
cul‏ ساده مشأبه می‌باشد . 

تفاوت فوق‌الذ کر هیچ تفاوتی را در راه حل این دو گروه از حوادث ایجاد نکرده و 
احتمال هر دونوع این وقایم با شیوه‌های همانندی که در بحث حوادث ساده چند مرحله‌ای 
مشروحا" مورد بحث قرار گرفتند ء محاسبه می‌گردد . در اینجا جهت یادآوری» این روشہا 
در قالب عناوین مناسب با بحث فعلی مجددا" بیان می‌گردند . 

همانند یک‌حاد ثه ساده چند مرحله‌ای روش محاسبه احتمال اشتراک چند حاد ثه‌مرکب 
نیز بسته به‌استقلال و یا عدم استقلال هریک از آن حوادث مرکب به‌دونوع تقسیم می‌گردد. 


که در اینجا بهبحث پیرامون آن دو می‌پرد ازيم z‏ 


۲ج اشتراک چند حاد ته مرکب مستقل 


مفہوم واقعی حادثه مرکبی که از اشتراک چند حادثه مرکب د بگر پدید آمده است 
و به‌زبان مجموعه‌ها به‌صورت ( ۰ 5 ) نشان داده می‌شود چیزی جزیک‌حاد ثه 
مرکب چند مرحله‌ای نیست . بدون شک چنین حادته‌ای فقط می‌تواند از ترکیب چند حاد ثه 
Las.‏ اس ٹر سان گر تی شواک امام رے lines heed‏ 
اشتراگ Lot‏ یک حاد ثه جد ید پدیدار گردد . 

آمدن دو عدد زوج در پرتاب دو تاس ء انتخاب چند مهره خاص از دو کیسە که‌هرکد ام 


حاوی تعدادی مہرہ هستند و نظایر اینہا نمونه‌های ساده‌ای از اشتراک چند حادشے مرکب 


فصل اول - تځوری احتمالات 1۷ 


مستقل هستند که معمولا" در آمار به‌عنوان متال مورد استفاده قرار می‌گیرند . رابطه اصلی 
برای محاسبه احتمال این قبیل حوادث » همان رابطه (۱-۴) می‌باشد . 
(۱-۴) 


مثال ۲۳ - ۱ : مطلوبست محاسبه احتمالآ مدن سه‌عدد زوج در پرتاب‌همزمان‌سه‌تاس‌همتراز؟ 
پاسخ : احتمالآمدن عدد زوج را در سه تاس به‌ترتیب با ۰۳۸و" وع آنشان می‌د هیم چون 
ST las‏ روج دز رات هر تاس + ا است ای 


=p =p ٥ _ 
ene bao oss 


ا ا ای لسن P‏ 

(ANBNAC) TTT A 

علت این امر نیز واضح است . تنها نیمی از حالاتی که در پرتاب تاس اول اتفاق می‌افتند 
مورد قبول پرتاب کننده هستند (فقط اعداد زوج ) و به‌همراه هریک از این حوادث مورد قبول 
نیمی از حالات ممکن‌الحصول در پرتاب تاس دوم قایل قبول می‌باشند (بازهم فقط اعسداد 
(ea‏ که دز iy Sense)‏ دوتاس فقط Tey‏ × لچ حالات قابل قبول است و i‏ حالات 
ممکن‌الحصول د یگر از نظر پرتاب کننده مرد ود می‌باشند . این سه حالت غير قابل قبسول 
حالات زیر می‌باشند . 

(تاس دوم فرد و تاس اول فرد ) » (تاس دوم فرد و تاس اول زوج ) و ( تاس دوم زوج 
و تاس اول فرد ) و ضعیت در پرتاب سه‌تاس و یا بیشتر نیز "Gas‏ همانند مورد دو تاس است 
که جہت جلوگیری از اطاله کلام از توضیح GOT‏ خود داری می‌شود , 

مثال ۲۴ -۱: دو گروه ده نفری هرکدام شامل سه فرد بیکار و ۷فرد شاغل وجود دارد . 
احتمال آنکه در یک قرعه‌کشی دو نفر بیکار از گروه اول و دونفر تاغل از گروه دوم انتخاب 
شوند چقدر است . 

پاسخ . اگر انتخاب بیکار از گروه اول را با A‏ و انتخاب شاغل از گروه دوم را با 8 نشان 
د هيم حوادث ۸ و B‏ دو حاد ثه مستقل‌می‌با شند که حادثه مورد نظر یعنی( 8 0 ۸ )راایجاد 
می‌کنند . لذا برای محاسبه احتمال مورد نظر از رابطه (۱-۴) استفاده می‌کنیم . 


1۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


P, xP 


Prang) 7 ۵ 


حال Pa aL‏ ور مستقلا" محاسبه کنیم این دو حادثه هردو مرکب بوده و هرکدام از 
آنپا از مجموع چند حادثه ساده ایجاد شده‌اند . 


A f: ۱۰ 1 ۳۵ 
1 ۲ ۸ | 
{Y ۷1 
کا م‎ ۳ ToT 5 
B ۳ 5 ye) ~ ۴۵ 
a ۲ ۸ [ 
P ےا اپ کن‎ A 


اشتراک چندحاددے مرکب غیر مستقل 

شیوه‌محاسبه‌این قبیل حوادث مثل مورد قبل است با این تفاوت‌که چون مراحل‌مختلف 
این حوادث از یکدیگر مستقل نیستند احتمال وقوع حادثەای که در مرحله دوم و پا < ام 
قرار دارد از حوادث قبلی متاثر بوده و لذا باید درمراحل بعدی‌از احتمال شرطی هرحاد ثه 
استفاده‌شود , بد بن‌ترتیب رابطه کلی‌که برای محاسبه احتمال این قبیل وقایع مورداستفاده 
قرار می‌گیرد همان رایطه (۵ - )١‏ می‌باشد که جهت یادآوری یکبار د یگر در قالبی جد ید 
بیان می‌شود . 


ANBNC “<° J Pa*P(B 1A)*P(C 1AN B)* ا‎ 


آمدن عدد زوج و کوچکتر از ۴ در پرتاب یک تاس : آمدن عدد فرد کوچکتر از ۴ در پرتاب 
یک تاس و غیره نمونه‌های ساده‌ای از این قبیل پیشامدھا می‌باشند . 

مثال ۰۱-۲۵ مطلوبست احتمال آنکه در پرتاب یک تاس همتراز عدد فردی بیاید که از۴ 
EE‏ 


فصل اول - تگوری احتمالات £4 


پاسخ : اگر واقعه آمدن عدد فرد را با A‏ و واقعه آمدن عدد کوچکتر از ۴را با 8 نشان 
دھیم مسلما" این دو حاد ته | زیگدیگر مستقل نیستند چون در شرابط طبیعی م = ع Pg=‏ 
می‌باشد اما به‌محض اینکه pela,‏ عددی که آمده فرد است این احتمال به =i‏ ا 
افزایش پیدا می‌کند و لذا برای کل آن از رابطه (yO)‏ استفاده می‌شود . 


=P xP y 


=P ا جا و ات‎ 
(ANB) ‘A (BIA) ۶ FT ۳ 


مثال ۲۶ -۱۰: وضعیت شفلی و درآمدی یک جمعیت ٩۰۰‏ نفری مطابق جدول زیر است 





مطلوبانست اکسا لک دار رت Gly‏ سم اقطفه زین بسه شمر گ کہ سرت 
شوند . 
١ - ۵ (‏ ) استفاده شود . 


Piane) ۲۸ (۱۸ج)٭‎ 


حال دو عبارت طرف راست معادله را جداگاته حساب می‌کنيم . 


Foe ۶۰۰ | 
۳ ۴ ۷ ے۵۹۸۰ ۵۹۹۰۷ دا۶‎ 
جج‎ z ۹۰۰ 1 =a | Aa ۶ 


۲ 1 ۸۷ | 


۵۰ آمار برای دانشجویان رشته‌هایاقتصادوبازرگانی 


مفہوم Pip | A)‏ آن است که اگر بدانیم سه مستمری بگیر انتخاب شده‌اند احتمال اینکه 
این سه نفر ازافراد کم درآمد باشند چقدر است . این‌احتمال بصورت زیر محاسبه‌می‌گردد . 


(3 

۳ ۳ 7 ۴۳۶۰ x ۲۵۹ x ۸ رن‎ 

۲)8 ۱ رم‎ * eS 75 ۶۰۰ x ۵۹٩ x ۸ = 
۳ 


با قراردادن‌این ارقام در رابطه اصلی احتمال مورد نظر بدست میآید 


= = 4 TUF ۰ 7 =. = "he 
Pian) PAXP و)‎ | A) / x ۵ء‎ / ۱۳-۱۲ 7 


باعل این ھی یتال سی افترف E‏ درک رهبا بان Sle peg‏ فیرعت 
مطالب پیش بینی شده در مقدمه این فصل با اتعام این بحث باید مبحث احتمالات نیسز 
به‌یایان خود رسیده باشد ء اما همان طور که در بحث احتمال شرطی گفته شد » نوعی از 
احتمال‌شرطی تحت عنوان رابطه بیس وجود دارد که چون در آن از احتمالات‌مربوط بەانواع 
حوادث ساده و مرکب استفاده می‌شود و باید در انتهای فصل مربوط بها حتما لات مورد 
بحث قرار گیرد . به‌همین جہت در اینجا پیرامون این رایطه بحث نموده و با حل دو مثال 
در باره آن » فصل احتمالات را به پایان می‌بریم + 


همان طورکه مشاهده at‏ تا کون احتمال خرطی یه‌منوان ابزاری جهت حل حوادث 
ساده و مرکب چند مرحله‌ای با مراحل غبر مستقل مورد استفاده قرار می‌گرفت و به‌خسودی 
د امری مطلوب‌نبود . به‌عبارت دیگر احتمالات شرطی که تا کنون مطرح شده‌اند مطلوبیت 
غبری داشنه‌اند » اما نمونه‌ای از احتمالات شربلی وجود دارد که مطلوبیت آن معمولا" نفسی 
بوده و البته گهگاهی هم به‌عنوان ابزارحل سایر مسائل مورد استفاده قرار می‌گیرد .از آنجا 
که راه حل استانداردی برای این احتمال شرطی خاص توسط فردی عنام بیس مطرح شدہ 
است » احتمال شرطی فوق‌الذ کر معمولا" در کتب آمار تحت عنوان رابطه بیس یاقا تون نیس 
مطرح می‌گرد د . 


1 - Bayes 


2 - Bayes Formula 


فصل اول - تئور ی احتمالات 


z‏ رابطه بیس 


۵۱ 


بر طبق رابطه (۱-۵) برای محاسبه استمال یک tab‏ دو مرحله‌اي با مراحل غير 


مستقل رابطه کی زیر وجود دارد ۰ 


=P,xP 


۲)۸ رو‎ A” (B ۱ A) 


رابطه فوق را بصورت زیر نیز می‌توان نوشت ١‏ 


_ Pans) 


Pig A) * Pa 


حال SI‏ مطابق شکل (ع۱-۶) wale‏ ۸ ؛ 8 دو حادته در فضای نمونه 5 باشند و 
حاد ثه B‏ مجموع حادثه ( B‏ تا پا ) باشد به‌طوری که حادثه A‏ را نیز به K‏ 


قسمت تقسیم نمایسد در آن صورت احتمال مشروط یکی از حوادت n‏ گانه 8 از طریق رابطه 


زیر پدست می‌آید . 





aY‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


واضح است که در وضعیت فوق حادثه ۸ را به‌صورت زیر نیز می‌توان محاسبه نمود . 
+ = = 

Pa Pia, nA) ۳5 nA) 
: زیر تیر قابل نمایش است‎ eqn’ (BG | ۸( در نتیجه رایطه‎ 


Pegin a) 


۲ = 
(Bil A) PB na) (BNA) eee Pg A) 


که این رایطه از نظر ریاضی بصورت زیر نیز قابل نمایش بوده و به‌آن رایطه بیس گویند . 


)۱-۱۲( 


مثال ۲۷ - ۱ : دو جعبه‌کا ملا" مشابسه داریم . در جعبه اول دو مپره قرمز و درجعبه دوم یک 
مهره قرمز و یک مہرہ سفید وجود دارد . یکی از این دو جعبه را ب‌تصادف انتخاب می‌کنیم 
و یک مهره را از آن بیرون‌می‌کشيم و ملاحظه می‌کنیم که این مهره قرمز است . چخدر احتمال 
دارد که مهره دیگری که در این جعبه قرار دارد نیز قرمز باشد ؟ 

پاسخ : در واقع احتمال مطلوب مثال فوق » احتمال انتخاب جعبه اول است‌کهبصورت زیر 
انتخاب جعبه اول =4 و 077 ۱ )۲ 


Pranc) 


P = 
(AIC) ون م۴۸‎ 


جملاات صورت و مخرج کسر را جداگانه محاسبه نموده و در رابطه فوق قرار مید هيم . 


~ 
1 


Laret 
۲ y 
1 
۲ 


Pranc)’ (aB ۱ A) 
Pie nc) 1C) 


فصل اول - تلوری احتمالات ۵۳ 








PA ۱ 0( 5 5 


مثال ۲۸ - ۱ درجامعه‌ای ۰۱/هافراد آن مبتلابه‌بیماری By‏ و ۰۳/ ەافراد آن‌به‌بیماری 
By‏ مبتلا بوده و ۰/0۹۶ بقیه که با Be‏ نشان داده می شوند سالم هستند . در نتیجه یک 
آزمایش پزشکی خاص معمولا" بیماری ۰/۹۷ مبتلایان به‌بیماری 7 وه %۱ مبتلایان به‌بیماری 
By‏ دا داده می‌شود و در مقابل 8۵ از افراد سالم نیز بەغلط بیمار معرفی می‌گردند . 
اگر از جامعه فوق یک تفر بطور تصادفی برای آزمایش مذکور انتخاب شده و مریض تشخیسص 
داده شود > احنمال SCT‏ این فرد از مبتلایان به بیماری By‏ باشد چقدر است ؟ 

پاسخ . این حادته که فرد انتخایی در نتیجه آزمایش مریض تشخیص داده شود را با A‏ 

نشان می دهیم در نتیجه می‌توان احتمال مطلوب را Pipy payee coe"‏ نشان داد از 
قضیه بیس یعنی رابطه (۱-۱۲) داریم : 


P(By MA) 


5۳۸ ۳ 


۲ 
z F 
a (Bi nA) 


2 


و مخرج را حساب می‌کنیم . 


۳ 
jy (By nA) (B na) (By 8 ۸( ۷ nA) 
Pre (BJ (A i By) = )۰/۰۱()۰/۹۷( 
<-)۰/۰۳()۰/۰۱۰[( 


۲۵۱ P(A 1 By) 


P = )۰/۹۶)۰/۰۵( 


Byn A) P (Bp) (A ۱ By) 


از جایگذاری مقادیر بدست T‏ مده در رابطه اصلی جواب مسئله به‌دست می‌آید . 


P; bt SEND z Se fie SNF 





مسائل فصل Jal‏ 


۱ احتمال را تعربف نموده و نقش آنرا در عملیات آماری بیان کنید . 
ابیت a‏ کر داز اععاق کو فد 
۳-ثابتکنید که مجموعاحتمالات مربوط به‌همه پیشامد های ممکن‌الوقوع دریک‌حاذدثه 
همواره مساوی یک خواهد بود . 
F‏ فضای نمونه مربوط به‌پرتاب همزمان ۴ سکه را نشان د هید . 
۵ - حادثه مرکبآمدن سه خط و یکشیر در پرتاب همزمان چہارسکہ را placa,‏ حوادث 
ساده ممکن تجزیه کنید . 
۶ - حوادت مرکب ذیل را به‌تمام حوادث ساده ممکن تجزیه کنید . 
الف : انتخاب یک توپ فرمز از کیسه‌ای که ۵ توپ قرمز و دو توپ سفیددارد . 
ب : انتخاب دو توپ قرمز از کیسه فوق 
ج :و قوع دوعدد که حاصل‌جمعآنها مساوی ۸ باشد در پرتاب‌د وتاس ھمتراز 
۷- می خواھیم از بین ده نفر شامل آقایان عباسی و اکبری دونفر را بطور تصادفي و 
تفیل Jee os CU leg‏ اک GET‏ ا می سین افا ی اکری ان ت sgh‏ 
چقدر است ؟ د رصورتی‌که بدانیم هر برگه حاوی اسم پس ازانتخاب مجددا" داخل برگه‌د ان 
برگرد اند ه می شود . 
۸- مه قبل را برای حالتی حل کنید که برگه اول پس از انتخاب بعداغل‌برگمدان 
برگردانده نشود . 
۹ - مطلوبست احتمال آنکه در سه مرتبه پرتاب یک تاس همتراز به‌ترتیب اعداد ۲ و۳ 
و ۴ بیایند . 
٥‏ احتمال هریک از حوادث ذیل را تعیین کنید , 
الف : مدن عدد فرد در یکبار پرتاب یک تاس همتراز 
ب : آمدن حداقل یک شیر در دوبار انداختن یک سکه همتراز 
ج :از انداختن یک جفت تاس همتراز عدد ۷ حاصل شود . 
a‏ اک اھ و وبا enh‏ که phar‏ آبده باشد اال ادن غا 
در پرتاب مجدد Sw‏ . 
ه ۰ آمدن shaw‏ عدد ۶ در ۵ بار پرتاب یک تاس همتراز 
۱ - در یک مو"سسه که ۵۰ تفر پرسنل دارد ء می‌خواهند ۵ دستگاه اتومییل را بەقید 


فصل اول - تثوری احتمالات ۵۵ 


قرعه به ۵ نفر از پرسنل آن مو*سسه واگذار نمایند . تعداد نقاط نمونه ۳ موجود در فضای 
نمونه مربوط به‌این حادثه را حساب کنید . 

۲ اگر درفرعه‌کشی مسئله ۱۱ ارزش اتومبیل‌ها بایکدیگر تفاوت‌داشته و اتومبیل‌های 
مزبور را به‌ترتیب‌گرانی‌قیمت به‌نفر اول تا پنجم واگذار نمایند Glad,‏ نمونه‌مربوط بها زمایش 
چند نقطه نمونه خواهد داشت ؟ 

۳ - در آزمایشی می‌خواهند یک عدد زوج را از بین یک مجموعه اعداد ۲ رقمی 
امت گنوی دا ele‏ سای اھ دز ود اد مه رکا جات دد زوم ار 
تعیین نعابید درصورتی که بدانیم‌اعداد فوق از ۵ عدد اصلی ۱ و ۲و۵ و۶ و ٩‏ تشکیل 
شده و هسریک از این ۵ عدد فقط یکیار مورد استفاده قرار گرفته است . 

۴ تعداد نقاط فضای تمونه و احتمال مربوط به‌حادثه مستله ۱۳ را تعیین کنید . 

۵-۵ مہرہ با ۵ رنگ مختلف را به چند طریق می‌توان مرتب کرد ؟ 

1F‏ به چند طریق می‌توان ده شبی رابه‌دوگروه شامل ۴ شبی و ۶شیتی تقسیم نمود ؟ 

۷-به چند طریق می‌توان یک کمیته ۵ نفری از بین ٩‏ نفر اتتخاب ک و ؟ 

۱۸ اگر plo‏ اعداد چهار رقمی که ممکن است با ده عد q)‏ ۰ و ») ایجاد 
شوند را در سه حالت ذیل روی کاغذهایی مشابه نوشته و در کیسه‌ای بیندازيم و سپس یک 
عدد را از این گیسە بطور تصادفی انتخاب کنیم ء احتمال انتخاب عد د ۴۲۹۰ را در این سه 
eile‏ را هی 

الف : تکرار هر عدد مجاز باشد . 

ب . تکرار مجاز نباشد . 
ج ۰ رقم آخر هر عدد صفر شود و تکرار نیز مجاز نبا شد . 

٩‏ - در یک قرعه کشی ۷ نفر شامل ۳ دانشجوی سال چہارم و ۴ دانشجوی سال‌سوم 
شرکت د ارتد و قرار است یک‌کمیته سه نفری به‌قید قرعه‌انتخاب شود .احتمال آنکه درکمیته 
انتخابی ۲ دانشجوی سال سوم و ١‏ دانشجوی سال چهارم شرکت داشته با شند چقدراست؟ 

CLS ۴ - ۵۰‏ مختلف ریاضی ‏ ۶ کتاب مختلف فیزیک و دو کتاب مختلف شیمی باید 
به‌وسیله یک کودک خردسال در قفسه‌ای مرتب شوند . احتمالات حالات ذیل‌راتعیین کنید . 

الف : کتایهای هر موضوع خاص LS‏ هم قرار گیرند . 

ب : اقلا" کتایهای ریاضی کنارهم قرار گیرند . 

۱ - از بین ۵ ریاضیدان و ۷ فیزیکدان » یک کمیته علمی ۵ نفری باید تشکیل شود . 

احتمال آنکه کمیته انتخابی شامل ۲ ریاضی دان و ۳ فیزیک دان باشد در سے حالت ذیل 


ae Mis 
چقدر است ؟‎ 


۵٦‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


الف : همه افراد فوق می‌توانند عضو کمیته شوند . 
ب : فیزیک‌دان gol‏ بايد عضو کمیته شود . 
ج ۰ دو ریاضی‌دان معین نمی‌توانند عضو کمیته شوند . 
۲ - در مستله yo‏ احتمال آنکه کتابهای ریاضی کنارهم و یا همه کتایپای شیمی در 
کنار یکد یگر قرار گیرند چقدر است ؟ 
۳- در مسئله ۲۱ احتمال آنکه همه افراد انتخایی فیزیک دان و یا همه آنپاریاضی 
دان باشند چقدر است؟ 
۴ - برای استفاده از یکی از دروس اقتصادی دانشگاهی ه۶ نفر در کلاس درس 
حاضر می شوند . وضعیت این ۶۰ نفر از نظر شکل تحصیل و میزان تحصیلات مقدماتی‌مطابق 








یک نفر از این جمعیت به‌تصادف انتخاب می‌شود . احتمال آنکه فرد مزبور دانشجو بودهو پا 
تحصیلات مقد ماتی قابل قبولی داشته باشد چقدر است ؟ 

۲۵ - ازجعبه‌ای شامل ۶ توپ‌قرمز » ۴ توپ‌سفید و ۵ توپ آبی‌یک توب را بطورتصاد فی 
انتخاب مي‌کنيم احنمال انتخاب الف : قرمز , ب : سفید » ج ۰ آبی» د : غير قرمز » و هب : 
قرمز یا سفید چقدر است ؟ 

۶- از جعبه مسئله قبل سه توپ را به‌طور متوالی خارج می‌کنيم در دو حالت ذیسل 
احتمال آنکه تویهای انتخابی بەترتیب قرمز » سفید و آبی باشند چقدر است؟ 

الف : با جایگذ اری 

ب : بدون جایگذاری 

۷ - در یک‌کیسه ۴ توپ سفید و ۲ توپ سياه و در کیسه د بگری ۳ توپ سفید و ۵توپ 
ا a,‏ اک ان مر ی ha‏ اال وت هیل زا رین کید 

الف : هردو سفید باشند ب : هردو سیاه باشند ج ۰ یکی سفید و یکی سیاه‌باشد . 


فصل اول - تگوری احتمالات ay‏ 


۸ دوتیم فوتبال ۵ و 8 دوازده مرتبه باهم بازی می‌کنند در نتهجه ۶ مرتبه تیم 
A‏ و ۴ مرتبه تیم برنده شد.ه و در دو نوبت دیگر بازی با نتیجه مساوی به‌پایان می‌رسد . 
A‏ و 8 تصمیم به‌انجام سهبازی‌جدید با بکدیگر می‌گیرند پیدا کنید احتمالات ذیل را: 

الف : برد ۸ در هر سه بازیء ب : تساوی در دو بازی B Alg:‏ یک‌د رمیان‌ببرند 
د : 8 اقلا" یکبار پبرد . 

۹ - احتمال آنکه در abies‏ ۲۴ نفرات انتخابی دانشجوی رسمی بوده و تحصیلات 
مقد ماتی قابل قیولی نیز داشته sath‏ چقدر است؟ 

٥‏ در جعبه‌ای ۸ توپ قرمز . ۳ توپ سفید و ٩‏ توپ آبی قرار دارد . اگر به طور 
تصادفی ۳ توپ از جعبه برداشته شود احتمالات مربوط به‌حالات ذیل را در دو حالت با 
pee‏ دوم سا قاری O‏ سی 


الف ۰ هر سه توپ قرمز باشند ب ۰ هر سه سفید باشند . 
ج ۰ ۲ قرمز و یک سفید باشد د : حداقل یکی سفید باشد 
ه ۰ یکی از هر رنگ باشد و ۰ به‌ترتیب قرمز و سفید و آبی باشند . 


۱ یک دانشکده yoo‏ تفر دانشجوی سال اول ۱۵۰۰ نفر دانشجوی سال دوم ۰ ۱۰۰ 
pi‏ دانشجوی سال سوم و بالاخره go‏ نفر دانشجوی سال چہارم دارد . قرار است از بین 
دانشجویان مزیور ٩‏ نفر از طریق یک مراسم قرعه کشی انتخاب شود . احتمال آنکه سه تفر 
اول دانشجوی سال اول و سه نفر دوم دانشجوی سال دوم بوده و بالاخره دو نفر از سه تفر 
سوم دانشجوی سال سوم و یک نفر باقیمانده سال چہارم باشد چقدر است؟ 


۲ - مپره‌های رنگی در سه جعیه مشابه به‌صورت زیر توزیع شدهاند 


| 
| 
| 


7 
2 
P 
۲ 





جعبەای بەتصادف انتخاب شدہ و یک مہرہ از آن بطور تصادفی انتخاب شدہ است اگر این 
مهره سرخ رنگ ath‏ احتمال اینکه جعبه دوم انتخاب شده atl‏ چقدر است؟ 

۳ - فرض کنید که از نیروی کار جامعه‌ای 8۴۰ فارغ‌التحصیل دبستان Cy‏ ۰ 8۵۰ 
فارغ| لتحصیل دبیرستان Cy‏ و ٩۱۰‏ فارغالتحصیل دای باشند . در گروه ۲ %10 
و در گروه 6 9۵و در گروه Cy‏ ۳ بیکار هستند اگر از این جامعه فردی بطور تصادفی 
انتخاب شده و بیکار ۴ باشد احتمال اینکها ین شخص فارغ‌التحصیل دانشگاه‌با شدچقد راست ؟ 


حل مسائل فسرد فصل اول 


پاسخ سکوالات ds!‏ و سوم بطور کامل در مباحث فصل اول و جود دارد و لذا از تکرار 
LOT‏ خود داری می‌شود . 
۵ - حاد ته‌مربوط به‌سکه‌ها به‌ترتیب بااعداد ۴۰۳۰۲۰۱ نشان داد ه‌شده و کلیه‌حوادثت 


ساد ه مو جود در حاد ثه مطلوب » ب‌صورت مجموعه زیر LG‏ نمایش است . 


Y‏ — چون برگه‌های انتخابی مجد دا" به‌داخل برگه‌د ان یر می‌گرد د حاد ثه مطلوب یک 
استفاد ه نمود . 


Pend (Pay) 


ا p‏ احتمالاتتخاب آقای اکبری و ۱ = EP‏ 5 ل انتخاب آقای 
۱ 


P(A, و‎ Ay y= )۰/۱()۰/۱( = ۱ 


. کلیات مسئله شبیه مسئله ۷است و لذا بازهم از رابطه (۱-۴) استفاده می‌کنیم‎ - ٩ 


ا = Py‏ - احتمال وقوع ۲ در پرتاب اول 


Loe 
وقوع ۲ در پرتاب دوم‎ OST hs = 
احتمال وقوع ۴ در پرتاب سوم‎ = p لات‎ 

Ay F 


فصل اول - تئوری احتمالات ۵۹ 


یی =/P, \/P pA‏ عم 
hy aty) CAC ary Par) (F) = tH‏ ۶۸" 


۱ - چون ترتیب انتخاب افراد لحاظ نمی شود و نفر اول انتخابی با نفر پنجم ازنظر 
دریافت جایزه وضیت مشابهی دارند در هریک از نقاط نمونه و به‌عبارت بپتر در هریک از 
ترکییات انتخابی باید حداقل یک نفر متفاوت با سایر ترکیبات وجود داشته باشد . صورت 


کلی فضای نمونه بصورت زیر است , 
٦‏ یمهم و( ۶ و۵ و۴٣‏ و۲ و۱)و(۵ و۴ و۲ و۲ وا ( 1 


۵۰ ۵۰ 
۰ کے ے ۵۰۱)ے 
1 - ۵۱۵۰ ( ? 


۳ - فقط دو عدد می‌تواند به‌عنوان اولین رقم سمت راست نوشته شود و برای هریک 
از این دو sas‏ چہار عد د به‌عنوان سومین رقم سمت راست نوشته شود بنابر این تصداد 


اعداد زوج ممکنالحصول عبارت از مقدار زیر خواهد بود . 
۴ = (۳()۴()۲) 


۵ از رابطه ۱-۶ مسکله حل می‌شود . 


A! mie a 
gy Sea a A 


t 
چون در کمیته ترتیب انتخاب افراد تاثیری در پاسخ مسئله ندارد از رابطه‎ -۷ 
استفاده می‌کنیم‎ )۱-۷( 


TO Ee 
چ‎ TIS 


۹ - حاد ته مطلوب . یک حاد ثه مرکب است که از مجموع sim‏ حادثه ساده تشکیل 
شده است و لذا احتمال آن از رابطه ( (-۱) قایل محاسبه است . i‏ 


.1 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


m 
۲۸ 


تعداد کل ELS»‏ حاوی دو دانشجوی سال سوم و یک دانشجوی سال چہارم m=‏ وانتخاب 
د ود انشجوی JL‏ سوم ویک د انشجوی سال‌چمهارم = ۸و تعدادکل‌ترکییات‌سه‌نقری ممکن = ۸ 


۵80۰ء (1()1) = 
م( 
7 دد چ ہزم 


۱ -بازهم حادخه مطلوب .یک حاد رکا سک ازمجموم m‏ حادثه ساده تشکیل 


-Mm 
A n 
۲ و انتخاب‎ Mm = ممکن شامل ۲ ریاضی دان و ۲ فیزیک دان‎ Eh Sy الف : تعداد‎ 


ریاضیدان و ۳ فیزیک دان Az‏ و تعداد ترکیبات ۵ نفری ممکن = n‏ 


m= ( 3 ) ۲ (- ےت‎ 
n= (3) = ۲ 


ب : با این قرض در واقع انتخاب از بین فیزیکدانها به نفر از ۶ نفر و در کل 
انتخاب به ۴ نفر از ۱۱ نفر محدود می‌شود . 


m= ( 0 = )۱۰()۱۵( = ۰ 


۱۵۰ 
Pa = سس‎ = ۱ % 


ج : با این فرض تعداد ریاضی‌دانهای قابل انتخاب از ۵ نفر یه سه نفر و تعداد JS‏ 
افراد قابل انتخاب از ۱۲ تفر به ۱۰ نفر کاهش پیدا می‌کند . 


فصل اول - تثوری احتمالات ٦٦‏ 


۳ - حاد ثه مورد نظر ء اجتماع دو حادتہ ناسازگار مرکب است و مقدار احتمال آن‌از 
E seal‏ هلر گر 3 : 





0 احتدال انتخذاب ۵ 
bh seh, 4‏ زجم‌زبور 


P‏ = احتعال انتخاب ۵ فیزیلندان 
ا زاین جمع 


Ay 





الف : حادثہ مورد نظر حاد ثه مرکبی است که از مجموع m‏ حاد ته ساده تشکیل 
شده و احتمال آن از رابطه ( ۱-۱ ) محاسبه می‌شود . 


m ق‎ f 
SS ےت ی‎ 
. احتمال این حادثہ نیز مثل بند الف قابل محاسبه است‎ : 
m ۳ 
P == کے سب‎ ۸, 
7 A 1a 


ج : احتمال مورد نظر مثل دو بند قبلی قابل محاسبه است . 


د : این حادثه در واقع حادثه سفید با آبی می‌باشد و چون دو حاد ته سفیدوباآ بی 
از هم مستقل هستند از رابطه (۱-۱۰) استفاده میکنیم . 


۴ (غیرقرمز)‎ = ۴ (a UT < یز‎ Pos ۸۰۲۷ + ۳۲ = f°. 


1۳ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 
EA ON ae‏ ا 


۷ ۶۷ ے 7 ( ۲۰+۲۷) = و نے = ( سفیدلا قرمز) P‏ 


ales‏ قد ات ی لا احضال ای وا (yey‏ تال ابا 


: الف‎ 
۲ )۱ سفید۲ )سفید‎ j= (P ۳۳) PY ) 
ay af 
Bere Dae 4 Pu. A 
2 ۱ ۲ Y y ۱ 
ردوسنید‎ P Oaia Ataia ۶ ( CE ۔(‎ ء٥‎ 


ہہ 7 ( گا 2(سیاه ۲ 0 سیاه۱) 2 


۲ ۵ 
۳ E 3 Peu A 


=P O سیاه‎ N Tot =* ) و‎ AÈ 3 (2 - ۷ 


ج ۰ حادثه موردنظر بهد وحاد ته از نوع موجود در بندهای‌الف وب قابل تجزیه‌است . 
Taa)‏ یاه P )١‏ (سیاه نفیه P‏ ( باه سفید) P‏ 


P )۱ سفید‎ N Yal ) -( X 1 us 


Prete 0۲ (سفید‎ = (4) (3 


۹ - حاد که مورد نظر یک حاد ته مرکب تشکیل شده از اشتراک دو حادثه مرکب غير 
مستقل از یکدیگر می‌باشد و لذا احتمال آن از رابطه (۵ - ۱ ) محاسبه می‌شود . 


فصل اول - تئوری احتمالات 1۳ 


P Pi 


Pians) ~ Pa 


B | A) 


انتخاب یک دانشجویرسمی = A‏ 


T 
(88ه)۲‎ = (f i DERSE 


۳۱ - حادثه مورد نظر یک حادثه مرکب سه مرحله‌ای با مراحلی غیر مستقل است و 
احتمال آن از رابطه (۱-۵) محاسبه می‌شود . 


LAY) (Ap 1 Ay Ay)‏ هم هه 


انتخاب سه نفر دانشجوی سال چپارم 
انتخاب سه د انشجوی سال دوم 
انتخاب دو Se solo‏ سال و 9 یک دانشجوی سال چہارم 


۲۰۰ 
۳ ۳ )۲۰۰۱)۱۹۹()۱۹۸( _ ry 
Pay em arana = 


~ 
۱۱ 


> D 
A 
H ۱۱ 


۳ 


۵۰ 

۳ ۔‎ _)۱۵۰()۱۴۹()۱۴۸( “poe, 
F ` ]۴۹۷(]۴۹۶()۴۳۹۵( ۰ ۰۳ 
s 


۱ Gs ( 7 E A "و 0ک ا0‎ 


)۸۱۸۸۸۲۰( = 5 -۔‎ FFF 7 
b 





2 =e ۰ ۰ ۴ fa ۰ =e e a A 


۳ احتمال مطلوب یک احتمال شرطی است که از رابطه بیس حل می‌شود . 


1٤‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


جملات موجود در صورت و مخرج کسر را جد اگاته حساب می‌کنیم . 


۲ = = ۰ * ۰ = ofee 
(Cyne Poe Pe ez) )۱۰ AVY A) a ۲ 


‘(Cin ee ¢e I c, (Fe (1°) = «°F 
E 


رت ۱ 


Pile VE) site ور‎ TE 


پاسخ مسائل زوح فصل اول 


۶ الف - ۵ حادثه ب . ده حادثه ج ۰ ۵ حادثه 
9-۸ ۱/۱ 
vedok: lyo‏ ۷۵8ج IY%‏ ۰ ۴۴9 هه . 9 ۲۲ 
IY‏ — ۲۵۱۲۰۰ ۲۵۴ 
patera It‏ 
۶ = ۲۱۰ 
۸ الف ۰ ۰۱۹ ب hs‏ ۰/۰۲ ج ۰/۲۰ 
الف ۰ we of/of%‏ ۰ ۱/۸ 
1A%—YY‏ 
٩-۴‏ ۶۳ 
lye‏ ۰ ۰۳/۵ ب :۴% 
۸ الف : ۶ ۱۵/۴ ب ۰ ٩‏ ۸ ۰ج !311% 9 ۶۷ 
ه ۲- يا جایگذاری 
الف : ۶/۴ ۰ب Ce ۵/۰۳ Hi‏ ۰ 9 ۷/۲ ۰د ۰ ۳۹ 
ه , و۶ »و۰ ۳ 
بدون جایگذ اری 
الف OH:‏ ۰ب ۰ ۹ ۰/۰۹ ›ج ٩۹۰‏ ۷/۳ :د ۴۲۰٩‏ 
ه .9 ۱٩‏ و ۰ ۳/۲۹ 
bo 1-۳‏ 


فصل دوم 


مشخصه‌های تمر کز و پرا کند کی 


چنانکه در مقدمه CLS‏ گفته شد هدق elites‏ آماری معمولا رسیدن 
به مشخصه‌ها و پارامترهای خاصی از جامعه است کے بر آساس Lel‏ 
بشوان قضاوت نہاگی را در مورد آن جامعسه به عمل آورد . میانگیسسن 
واریانس و جذر آن یعنی انحسراف معیار, مد و فیره نمونه‌هاشی 
از مشخصه‌های فوق‌الذ کر می‌باشند . 

همچنین در میاحث قبلی گفته شد که محقن برای دست یافتسن 
به مشخصه‌های مزیوز در مورد جامسعه مورد مطالعنه‌اش در بیشت-سر 
ET‏ وال وفع مور ات EEA EER‏ فد 
که از یک پا چند تمونه به دست آمده‌اند . اجبار فوق‌الذکر به‌دو صورت بر کار 
محقق موردبحثاثر میگذارد .ولا" تحقیق مم مس مو پ وس 
جامعه را مستقیم و بلاواسطه بر مبنای اطلاعات حاصله از خود جامعه محاسبه AS‏ . این اثر 
Ly deal dye SERE IEEE ES pagel Som aes a‏ 
تقریب و احتمال همراه بوده و محقق هیچگاه نمی‌تواند یقین کند که این نتایج بر aule‏ 
مورد مطالعها ش صدق قطعی دارند . علت این امر نیز واضح است . چنانکه گفته شد برای 
اخذ نتیجه در مورد وضع یک جامعه اطلاعات اولیه‌ای در دسترس او هستند که از یک یا چند 
تمونه بد ست آمده و فقط در مورد همان نمونه و با نمونه‌ها صدق قطعی دارند . از طرفد یگر 
این مسئله سبب می‌شود کے محقق همان نتایج غیر مسلم و تقریبی ممکن‌الحصول در 
مورد جامعه را با واسطه و در دو مرحله مختلف تحصیل نماید . زیرا در این روش تحقیسق . 
بین محقق و نتایجمربوط به‌جامعه‌چیزی بەنام اطلاعات‌پرورش یافته‌مربوط به نمونه‌و به‌عبارت 


بهتر مشخصه‌های مربوط به‌نمونه حائل می‌شود که اہن اطلاعات مربوط به‌نمونه در واقع در 
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ساحل رود خانه‌ای قرار دارند که ساحل دیگر آن را نتایج تقرییی مربوط به‌جامعه تشکیل 
می‌د هند . بدین ترتیب محقق مورد بحث در بیشتر اوقات مجبور است ابشدا با پسرورش 
اطلاعات خام حاصل از نمونه ازطریق محاسبه مشخصه‌های موردلزوم ء خوھ را به‌ساحل تمونه 
این‌رود خانه‌رساند ه و سپس با نصب پلی برروی این رود خانه خودرا به‌ساحل دیگرآن‌برساند 
وا لستان Jol‏ که که با gee‏ فرولہ صلی دی رکا مس با (Gul‏ 

رکشت رکی ک کو سای )بارش و الات خام E‏ نیتم نیام 
اطلاعاث اولیه استفاده می‌گردد » اطلاعات پرورش یافته مربوط به نمونه واسطه رسیدن 
بەنتایج تقریبی ممکن‌الحصول در مورد جامعه می‌باشند و لذا اولین کار یک محقق 
آماری آن است که اطلاعات اولیه در اختیار خود را طوری پرورش دهد که بتواند بر Slag‏ 
آنہا و با توسل به‌روشهايی‌که موضوع بحث فصول‌بعدی هستند در موردجامعه استنتاج‌نماید . 
به‌همین دلیل دانستن چگونگی پرورش اطلاعات حاصله از نمونه و به‌عبارت بہتر محاسبه 
مشخصه‌ها و پارامترهای مربوط به‌نمونه که موضوع بحث این فصل است شرط لازم و مقد مه 
ضروری هر نوع عملیات آماری می‌باشد . 

چنا :که بعدا" خواعدآ مد در بیشتر اوقات برای دست‌یابی به‌هریک ازمشخصه‌های‌جامعه 
اصلی » دانستن مقدار و يا مقادیر همان مشخصه در مورد نمونه ر پا نمونه‌ها ضرورت داشته و 
مبنای کار محسوب می‌گردد . به‌عنوان مثال اگر میانگین درآ مدی معادل ۷۰۵۰۰۰ ریال برای 
گلیە افراد شاغل ساکن شهر تہران بیانگر یک وضعیت درآمدی رضایتبخش باشد و یک محقق 
بخواهد ازطریق نمونه‌گیری در مورد رسیدن و یا نرسیدن میانگین درآ مد جامعه شاغلین‌فوق 
Ges as Lae,‏ کنر ات بای جرا کی مت aaa‏ سر یش لت 
آورده و سپس از طریق تثوری تخمین و یا آزمون فرضیه‌ها که هریک از آنها یک پل رابط بین 
نمونه و جامعه می‌باشند میانگین جامعه را به‌صورت تقریبی به‌دست آورد . 

کی ات زا ey rey‏ ایی ی eve‏ کک پر ا ای 
تم ا کل ا کی ول ی A AEE wl‏ ا 
جامعه مورد مطالعه انتخاب شده و کمیت ۷۰۰۰۰ ریال چگونه تعیین گردیده است ؟ شکل 
کلی‌تر این سکوال آن است که ملاک قضاوت و به‌عبارت بپتر مشخصه‌های آماری که بر مبنای 
آنها در مورد چگونگی وضعیت جامعه مورد مطالعها ز یک جهت خاص مثل درآمد و غیره‌قضاوت 
ll ae‏ چم صانطرای ات سکرو را ای کال تر Else‏ هون شک 
و خواص مشخصه‌های آماری خلاصه می‌شود . این دو اصل در قالب دو مثال که یکی از آنهسا 
همان مثال قبلی می‌باشد بیشتر توضیح داده می‌شوند . در مثال قبل هدف مطالعه آساری 
می تواند این مسئله باشد که آیا کل درآ مدی که بین جامعه شاغلین ساکن شپر تهران توزیع 
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می‌گرد د » جوابگوی نیازهای متعارف آنان می‌باشد یا خیر؟ با توجه به‌این هدف و نیز با در 
نظر گرفتن خواص مشخصه‌های آ ماری مختلف به‌نظر می‌رسد که میانگین بہترین ملاک قضاوت 
باشد زیرا به‌راحتی می‌توان استدلال نمود که اگر بطور متوسط به‌هریک از افراد این جامصه 
E eels AIG,‏ ایا مق وا eG Ses‏ جا ار کل سر مار وی ایا 
قبولی قرار دارد و می‌توان گفت که کل د رآ مدی که بین افراد جامعه توزیع می‌گردد جوابگوی 
نیازمندیہای آنان بوده و اگر دراین جامعه افراد سارک درآمدی د يده می‌شوند ریشبه 
مسئله را در علل و عوامل د یگری بايد جستجو نمود . مقدار مطلوب هر مشخصه که در مثال 
فوق SLs ۷۰۰۰۰ Ale‏ برای میانگین در نظر گرفته شده با توجه به‌ضوابط غیر آماری ازقبیل 
تجربیات شخصی , نظریات مختلف اقتصادی و غیره تعبین می‌گردد و از حبطه بحث آماری 
خارج است . به‌عنوان مثال فرض کنید که هدف یک مطالعه آماری تحقیق پیرامون بلند قد 
بودن افراد یک جامعه سو جو . تجربه نشان مید هد که اگر متوسط قد افراد یک جامعسه 

بیشتر باشد می‌توان آن را جامعه افراد بلند قد دانست 

E‏ و کف ی A E‏ و دس حراش نا 
خاص مربوط بەیک جامعه از طریق مطالعه آماری تحقیق کند اولا" باید با خواص مشخصه‌های 
eae Letina ht‏ اض لاگ eels‏ سم زا از تی ایی ها lie‏ 
نماید و ثانیا طرزمحاسبه این مشخصه‌ها را بداند زیراهما نطورکه‌گفته شد بدستآوردن‌مقدار 
تفریبی هریک از مشخصه‌های مربوط به‌جامعه منوط به‌محاسبه همان مشخصه و یا مشخصه‌های 
دیگری در مورد نمونه می‌باشد . به‌همین دلیل این فصل به‌توضیح خواص مہم و طرز محاسبه 
این سکیا اختصام Seali‏ 

در بیشتر مطالعات آماری وضعیت به‌گونها ی متفاوت با دو متال قبل است بدین معنی 
eee‏ چو ر مرن ف یک رار ویک کی ا ار فبیل Teh low‏ ن دا وت 
کننده هدف تحقیق نیست و ممکن است نیل به‌هدف plime‏ محاسبه دو پارامتر و یا بیشتر 
و یا حتی آمیزہ و ترکیبی از دو یا چند پارامتر و مشخصه باشد .متالی‌را که میانگین د رآ مدی 
BS E ae SSS ils Rs Sts‏ بای یی 
ne iene re‏ جدید تحقیق این مسئله باشد که LT"‏ هریک از افراد 
اب فا سو ی وی سان سے ت بت بەنظر شما با 
Gas‏ جد ید ی‌که برای مطالعه آ ماری در نظر گرفته شدەاست LT‏ می توان گفت که اگر به‌هریک 
از افراد جامعه بطور متوسط درآ مدی معاد ل هه ۷۰۰ ریال برسد هدف قوق gab‏ شدەاست ؟ 
برای گفتن پاسخ عجله نکنید . فرض کنید تعداد افراد جامعه مورد مطالعهه هه ۱۰۰ نفربوده 
و محقق پس از انجام مطالعات لازم بەاین نتبجه برسد که بماحتمال زیاد میانگیسن درآ سد 
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a‏ فا یی يس با سین کل ات ابع سا مه همان نو وضو 
Sk,‏ درآ مد ماهیانه دارند . با حصول چنین نتیجه‌ای نمی‌توان ھت یف راا مین sist‏ 
تلقی نمود زیرا اگرچه درآ مد متوسط هه هه ۷ ریال برای هر نفر درآمد قابل قبولی است اما 
دلیلی در دست نیست که د رآ مد کل ۷ میلیارد ای مزیور طوری بین اغراد جامعه‌توزیع 
شود که بەھریک ازافراد چیزی د رحد ود ه هه ۷۰ ریال فوق‌الذ کریعنی Wa‏ ۶۰۰۰۰۵۰۰۰ 
0 06¥ ي برسد بلکه ممکن است ٣١١١٢١‏ نفر از افراد این جامعه هریک 
رتمی معاد ل ه ههه ه۵ ریال درآ مد cheb‏ داشته‌باشند و باقیمانده درآهد بین ۹:۰۰۰نفر 
دیگر توزیع شده و به‌هرنفرتفریبا" Jolu‏ ۲۲۰۰۰ ریال برسد .در حالت اخیرعلیرغم وجود 
را یی سی مات Visas‏ ال و تس ترا کاس ساف ھی تا سین قه بات 
زیرا برای تامین این هدف اولا" باید میانگین درآمد افراد جامعه معادل ۷٠٢٢٢‏ ریال بوده 
و "Lib‏ ثابت شود که درآ مد هیچیک از افراد جامعه با مقدار متوسط فوق فاصله بسیار زیاد 
شیر ib‏ ول ایر جال که هرا این مدان فص Soa‏ بط شر ین هه 
است . 

بد ین ترتیب در اکثر مطالعات آماری دست‌یابی به‌نتایجی در مورد فقط یک مشخصه 
جامعه برای نیل به‌مقصود کافی نیست بلکه این هدف وقتی محقق می‌شود که مقادیر تقریبی 
حداقل دو مشخصه جامعه در مورد صفت یا خاصیت و یا متفیری که مطالعه می‌گردد نعیین 
گردد . در مثال فوق درآ مد هریک از افراد جامعه متفیر یا صفت مورد مطالعه بود معمولا یکی 
از این دو مشخصه » مشخصه‌ای است که وضعیت تمرگز مقادیر متغیر مورد مطالعے را مشخص 
می‌نماید وقتی‌که این مقاد یر برحسب اندازه مرتب شدهباشند , به‌عنوان مثا ل این‌مشخصه‌ها 
تعیین می‌کنند که متوسط مقادبر متفیر مورد مطالعه چه مقداری می‌باشد یا اينکه کدامیکاز 
مقاد یر متفیر مورد مطالعه بیش از سایر مقاد یر تکرار شده است . فرضا" در مثال فوق ممکن 
است به‌وسیله این مشخصہ نتیجەگیری شود که گروه افرادی که درآمد ماهیانه معادل booo‏ 
تومان دارند تعدادشان از تک تک گروھہای دیگر درآمدی بیشتر است . این مشخصه‌ها که 
بهد لیل cols‏ اصلی‌که د ارند . درآ مار به‌مشخصه‌های‌تمرکز معروف ھستندویکی‌از موضوعات 
ای som‏ سس ا فص یی عو سای oS‏ رر ال تیان 
برای نیل بەھدف موردنیاز است باید وضعیت پراکندگی مقادیر متفیر مورد مطالعه را حول 
مرکز این مقاد پرمشخص نماید . فرضا " در مثال فوق این مشخصه تعیین می‌کند کەاگرمیانگین 
درآمد افراد هه ه۷۰ریال است LT‏ درآمد همه افراد مبلغی نزدیک به‌همین ۷۰۰۰۰ است یا 
انگ اه بدا هیارا GN‏ سا س اند کرس ار کھ مان 
آماری با انگیزہ بررسی وضعیت پراکندگی مقاد یر متقیر مورد مطالعه وضع شد ماند و بەھمین 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکندگی Y)‏ 


دلیل بەآنہا مشخصه‌های پراکندگی گفته می شود . بحث پیرامون این مشخصه‌ها یکی د یگراز 
موضوعات اصلی مورد بحث در این فصل می‌باشد . 

از آنجا که‌معمولا" اطلاعات جمع‌آوری شده ازنمونه و یا جامعهبه‌همان صورت ابتدائی 
qua E‏ امقاست ای میات ابا کت شون بت سار نا مان 
دارند درمرحلهد وم عملیاتآماری یعنی‌مرحله‌پرورش Yb!‏ عات جمع آوری‌شد ه ویا مرحله‌محا سبه 
پارا مشرهای‌مورد نیاز ازنمونه.به‌نظرمی‌رسد سازمان‌دادن این" شفته بازار اطلاعات و به‌عبارت 
بر aS leas SEND easel‏ ی کر ی الیل مود شوم 
تقدم و مراعات آن ء در این فصل ابتدا چگونگی طبقەبندی اطلاعات مورد بحث قرارگرفته 
و سپس پیرامون مشخصه‌های تمرکز و پراکندگی‌که موضوعات اصلی بحث در این‌فصل هستند 


صحبت خواهد شد . 


الف ۰ طبقمندی اطلاعات : 

عملیات آماری ماهیتا" با کمیات و اعداد سرکار دارند و برای استفاده از این عملیات 
در هر نوع تحقیقی الزاما" باید اطلاعات جمعآوری شده بصورت کمی باشند و اگر چنیسن 
نیستند ابتدا باید این اطلاعات کیفی را به‌صورت کمی تبدبل کرده و سپس در عملیات 
آغازی سرت اد eda ee‏ 1 اگر رگ وم اراد کات وان 
بود هو اطلاعات حاصله ؿحالت سفید »سفید مایل‌به‌سبزه» سبزه » سبزه‌ما بل‌به‌سیاه‌وبا لا خره‌سیاه ا ست 
را شامل می‌شوند »این اطلاعات وقتی قابل‌استفاده در عملبات آماری هستند که هریکازاین 
حالات به‌صورت یک کمیت تعریف گردند , در مثال فوق می‌توان حالات پنج‌کانه مزبور را با 
اعداد ! الي ۵ و يا هر عدد مناسب دیگری‌نشان داده و سپس با طبقه‌یند ی‌آنپا شخصه‌های 
آناری مور را مات کر که و تا لیات ای را Gel‏ فان 

با توجه بەاین خصوصیت ععلیات آماری یعنی ماهیت کمی آنہاء مناسب‌ترین نوع 
طبقه‌بندی اطلاعات خام حاصل از نمونه , طبقەبندی آنہا بر اساس مقادیر مختلفی است که 
برای متفیر تصادفی مورد نظر از نمونه بەد ستآمده اسث , چگونگی انجام این عمل بدین- 
ترتیب است که همانند جدول ( ۲-۱ ) در ستون اول مقاد یر مختلفی که برای متفیر تصاد فی 
از نمونه بەد ستآمده‌اند به‌ترتیب ا زکوچک بهبزرگ مرتب می‌گرد ند . سپس د رمقابل هریک از این 
gla le‏ اعت کته واو یا سازی‌ای مدا رای مہات را سی ھت 
به‌هریک ازاعدادی که دراین ستون و درمقایل یک مقدارخاص از متفیر تصادفی نوشته می‌شود 


فراوانی مطلق! آن مقدار خاص متفیر تصادفی گفته می‌شود . معمولا" در جداول آماری برای 





l - Absolute Frequency 
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نمایش این ستون از حرف ۳ که اولین حرف کلمه فراوانی یا تکرار به‌زبان انگلیسی می‌باشد 
استفاده می‌کنند . در نتیجه ثبت اطلاعات به‌شیوه فوق‌الذکر یک جد ول د وستونی به د ست 
می‌آید که به‌هریک از سطورآن یک‌طبفه گفته‌می‌شود .به‌عنوان مثال جد ول ( ۲-۱ )یک جدول 
۲ طبقه‌ای می‌باشد البنه معمولا" بنا به‌ضرورت به‌این جدول ستونهای د بگری نیز افزود ه 
می‌گردد که بعدا" در این مورد بیشتر صحبت خواهد شد , 

مهمترین مسئله‌ای که معمولا" یک آمارگر در هنگام طبقەبندی اطلاعات پیش رو دارد 
این است که اطلاعات خام در اختیار خود را در چند طبقه جای دهد که از یک طرف حجم 
محاسیات مورد نیاز به‌خاطر کثرت طبقات خیلی skj‏ نشود و از طرف دیگر sla‏ طبقات 
آنقدرکم نباشند که نتیجه عملیات را ازدقت مطلوب محقق ساقط نمایند . غالب صاحبنظران 
بر این عقبد wh‏ که اگر اہن تعداد بین ه ٠-٢‏ ۱ طبقه باشد می‌توان گفت د و ضابطه مزبسور 
رعایت شده است یعنی اولا" با این تعداد طبقات محاسبه مشخصه‌های آماری به‌راحتی‌صورت 
cae‏ اج شون ا ممیت وا میج ال از لات سر اریت 
قایل قبولی برخوردارخواهد بود .در عمل جداوله ۱ طبقه (۰(سطری ) بیش از سایرجد اول 
مورد استفاده قرارمی‌گیرند . اینک در قالب چند مثال چگونگی تلخیص اطلاعات د ره ۱۰-۲ 
و یا هر تعداد دلخواه دیگری از طبقات توضیح داده می‌شوند . 
مثال ۱ - ۲: یه‌منظور بررسی وضع جمعیت روستاهای یک منطقه Fo yg AS‏ روستا به عنوان 
نمونه انتخاب شده و تتیجه شمارش جمعیت در این نمونه ۴۰ تایی به‌صورت زیر بود هاست . 
۵ء ۰۲۰۰۱۰ EY G0 Foy PV 06 TOO OFF FOO EOE YAo YAO“‏ ۴۲۸۱۳۲۹۸۰۲۶۷ 
OFF‏ ۰۵۴۳۰۸۲۸۷۸۷۲۰۳۸۵ ۰۵۶۸۰۳۸۵۰۳۶۰۰۴۸۵ ۲۷۳۰۲۶۲۰۳۲۶۰۲۳۸۵ ۰۵۹۵۰ ۰۴۶۷ 
FEY YAY: FAF FAV: YFA YIA ۲۹۷۰۳۶۶ ۰۵۵ ۰‏ ۰۵۹۰۰۴۸۱ 

این اطلاعات را به‌منظور انجام عملیات آماری بعدی طبقه‌بندی کنید . 
پاسخ Sli‏ بخواهیم اطلاعات خود را در یک جدول yo‏ طبقه‌ای نشان دهیم مسلما در 
مواردی مثل مورد فوق باید هر طبقه تعد ادی از مقادیر متفیر تصادفی را که در اینجا تعداد 
جمعیت هر روستا می‌باشد در بر گیزد . به‌عنوان مثال می‌توان فاصله دو عدد (۲۵۰-۲۸۰) 
را به‌عنوان اولین طبقه انتخاب‌نموده و تعداد روستاهاتی‌که جمعیت GET‏ در این فاصله‌قرار 
دارد را به‌عنوان فراوانی مطلق این طبقه در ستون دوم در مقابل آن نوشت , به‌تفاضل این 
دو عدد عرض طبقه اول گفته می‌شود . 


۰ = ۲۵۰ - ۲۸۰ = عرض طبقه اول = ) 


روش اصولی برای پیدا کردن عرض طبفات مختلف د رچنین مواردی آن است که تفاضل 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکند گی Yr‏ 


کمترین مقدار متفیسر تصادفی و بیشترین مقدار آن را بدست آورده و بر تعداد طبقات 
مورد نظر تقسیم نمائیم . در مورد فوق حداقل مقدار مشاهده شده برای متغیر تصادفی ۲۵۵ 
pales‏ بدا م ۵46 برقدو داد Clad‏ فور سل هو اقترا سوہ گا رای 
مورد داریم : 


۵ے ۱۰+ ۲۵۰ = ۲۵۵ - ۶۰۵ 


بد ین‌ترنیب در مثال فوق باید اولین طبقه از ۲۵۵ شروع شده و ب٥٥۲۹‏ ختم گردد و 
به‌همین ترتیب طبقه دوم ازہ۲۹ شروع شده و به۳۲۵ ختم گردد و بالاخره آخرین طبقه با 
عدد ۶۱۵ ختم شود . اما معمولا" رسم بر این است که حدود طبقات و عر ض نما را با 
اعداد ساده‌تر و مشخص تری تمایش داده و سعی شود حتی‌المقدور از این جہت جد ول واضح‌تر 
و گویاتری تنظیم گردد . برای این کار در مثال فوق کافیست عرض هر aib‏ را از ۳۵ به Yo‏ 
کاهش داده و حد پائین طبقه اول را بجای عدد ۲۵۰۰۲۵۵ در نظر گرفت . بد ین ترتیب 
اطلاعات فوق به‌صورت جدول ۲-۱ طبقه بندی می‌گردند . 


۲۵۰-۸۰ 
۲۸۰-۰ 
۳۱٣-۷۰ 
۷۷۰۔۳۴۰‎ 
۳۷-۴. 
۴-۰ 


۴۶۰۔۴۳۰ 
۴۶-۰ 
۴۹۰-۰ 
۵۲۰-۰ 
۵۵۰-۰ 
۵۸۰-۰ 





۷٤‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


چنین جداولی را بهد لیل اینکه چگونگی تقسیم فراوانی مقادیر متغیر تصادضی را در 
طبقات مختلف نشان مید هند جدول توزیع فراوانی می‌نامند . نکته‌ای که در مورد جدول 
Gulag lait pls class‏ که Spat‏ اد عبا رت اد E Talks‏ مشیر 
مختلف جدول توزیع فراوانی نوشته می شود معمولا" طبق فرض (۲۸۰> x‏ ۲۵) می‌باشد . 
یعنی هر طبقه شامل کلیه اعدادی که در عرض آن قرار دارد می‌شود اما حد GUL‏ هر طبقه 
جز* آن نبوده SL‏ به‌عنوان حد پائین طبقه بعد جز* طبقه بعدی محسوب می‌گردد .به‌همین 
دلیل عذ د ه۲۸ که در اطلاعات فوق قرار دارد جز“ طبقه دوم منظور گردید . در تعدادی از 
کتبآمار Gla,‏ نمایش حدود طبقات به‌صورت جد ول ( ۲-۱ )از روش د یگریاستفاد ‌می‌گرد د . 
بدین‌ترتبب که طبقه اول را با اعداد (۲۵۰-۲۷۹) و طبقه دوم را با اعداد ( ۰-۳۰۹ ۲۸۰) 
نمایش مید هند . این روش در مورد متغیرهای گسسته که معمولا" فقط می توائند اعداد صحیم 
را یه‌عنوان مقداراختیارکنند قابل اعمال است زیرا اگر فرض کنیم که مثلا" در جدول (۲-۱) 
طبقه اول تمام‌اعداد بین دوعدد ( ۲۵۰-۲۸۰ | به‌استثنای خود عدد ۲۸۰ را در بر می‌گیرد 
درآن صورت می‌توان فاصله (۲۵۰-۲۷۹) را نیز برای بیان همین منظور به‌کار برد زیرا در 
فاصله بین دو عدد ۲۷۹ و ۲۸۰ متفیر تصادفی گسسته مقداری را نمی‌تواند اختیار کند . اما 
اگر متفیر تصادفی مورد مطالعه متغیر پیوسته باشد در آن صورت عبارت (۲۵۰-۲۷۹) شامل 
ple‏ مقاد یری که عبارت (۲۵۰-۲۸۰) آنها را در بر می‌گیرد نخواهد شد زیرا در فاصله دو 
عدد ( ۹-۲۸۰ ۲۷) یک متفیر تصادفی پیوسته مثل قد و وزن افراد و اشیا* می‌تواندبینهایت 
مقدار اخنیار کند . به‌عبارت دیگر بین دو عبارت مورد بحث رابطه عموم و خصوص مطلسق 
برقرار است و عبارت (۲۵۰-۲۸۰) در برگیرنده تمام مقاد یر عبارت دوم نیز هست‌د رحالی 
که عکس این جریان صادق نیست و به همین‌دلیل در این جزوه عبارت فراگیرترمورداستفاده 
قرار گرفته است . 
معمولا" جہت سپولت محاسبات چنین عمل می‌کنند که میانگین دو حد YL‏ و پائین 
هرطبقه را که طبیعتا" مقدار آن د رست وسط مقاد پر دو حد بالا و پائین یک طبقے است > 
به‌عنوان علامت طبقه در نظر می‌گیرند به‌عنوان مثال علامت طبقه اول جد ول (۲-۱) عدد 
۵ می‌باشد و این عمل براین فرض استوار است که مقادیری که در هرطبقه قرار دارنسد 
به‌گونه‌ای در فاصله آن طبقه توزیع شده‌اند که میانگین آنها با میانگین د وحد طبقه برایر 


است . به‌عنوان متال در جدول ( ۲-۱) معنای فرض مزبور عبارت زیر است : 


حاصل‌جمع مقادیر عناصر مربوط به‌طبقه اول = (۲۶۵) (۶) 


که معنای عبارت فوق بصورت زیر نیز قابل بیان است . 


فصل دوم - مشخصه‌های تم رکز وپرا کندگی ۷۵ 


علامت طبقه _ حاصلجمع ا بالا و پائین _ حاصل جمع مقا تھے دسا 


بدین ترتیب جدول (yay)‏ در شکل ابتداتی ھ به‌جدول سه‌ستونی زیر که جہت 


اختصار فقط سه سطر اول جد ول قبلی در آن منعکس شدہ است تغییر شکل مید هد . 


مقدار متغیرتصادفی xX)‏ ) 


۲۰ - ۰ 
۲۸۰ -Yie 
ات‎ 


)۲-۲( 





معمولا " در جداول توزیع فراوانی ستونهای دیگری را نیز بسته به‌ضرورت به‌چند ستون 

فوق اضافه می‌کنند . این ستونهای اضافی بیشتر اوقات مربوط به‌فراوانی مطلق تجمعی یا 
تراکمی » فراوانی نسبی و فراوانی نسبی تراکمی هرطبقه می‌باشد . تعاریف مربوط به این سه 
نوع فراوانی بصورت زیر است 

" قراواتی تراکمی نطو هرطبقه عبارت از حاصل جمع فراوانیهای مطلق " 
" آن طبقه و طبقات ماقبل آن می‌باشد . " 
" نسیت فراوانی مطلق هرطبقه به‌کل فراوانیپا را فراوانی نسبی آن طبقه " 
"گویند " 
: نسبت فراوانی تراکمی هرطبقه به‌کل فراوانیہا را فراوا نی‌تراکمی pens‏ 

آن طبقه گویند " 


مثال ۲ - ۲ : اطلاعات حاصل از یک نمونه ۲۰ تاغی از مصنوعات یک کارخانه که به‌منظور 
تحقیق در مورد وزن این مصنوعات اخذ شده است برحسب کیلوگرم به‌قرار زیر است 

۵ / ء۶ ۱ ۰۲ ۰۲۰۶ ۲۵۰۲۱/۱۰۲۸/۴۲/ /۱۰۲٢۲/۲٢۲۸/۵۰۲۱/۵۵۰۲۴‏ ۲۳ء CYA‏ 
۵ء ۶۰۲۰/۴۸۰۲۹/۹۵۰۲۶/۱۳۰۰/ ۱۱۰:۲۲/۲۲۰۲۷/ ۲۵۰۱۲۰/۵۵۰۲۷ 

مطلوبست جد ول توزیع فراوانی مطلق »نسبی» فراوانی تجمعی مطلق و فراوانی تجمعی‌نسبی 
برای اطلاعات . 


پاسخ : همانطور که قبلا" گفته شد حد بالای هر طبقه در سیستم مورد استفاده این جزوه ء 
جرد Gab gl‏ سر ےکر ور ال ال ted js‏ سے انی ایی دی در 
نظر میگیریم و عرض هر طبقه را بەصورت زیر حساب میکنیم . 

۲۹/۹۵ ۔‎ ٣١/١٠۵ O 


عرض هرطبقه ۹ء = = 


۰ ae پت‎ 





واضح استکہ اگر به‌جای عدد ۲۰/۰۵ از عدد ٢٢‏ به‌عنوان حدپاشین طبقه اولاستفا د ه‌نموده 
و عرض هرطبقه را نیز به‌جای ۰/۹۹ فعلی‌معادل عدد ۱ در نظربگيريم طبقهبندی مناسب‌تری 
انجام خواهد شد . 














یکی از موارد عمده استفاده از فراوانی نسبی و تجمعی نسبی در محاسبه احتمالات 
است بدین ترتیب که فراوانی نسبی مربوط به‌هرطبقه احتمال انتخاب هریک از polis‏ موجود 
درآن طہقه بەطورتصادفی میباشد و به‌همین ترتیب فراوانی تجمعی نسبی مربوط به‌هرطبقه 
احتمالانتخاب تصادفی هریک از polis‏ موجود در آن طبقه و طبقات قبلی رانشان‌می‌د هد . 


مثال ۳ - ۲ : اگر ازه ۲ GIS‏ موجود درنمونه‌مربوط به‌متال ۲-۲ LS‏ به‌طورتصادفیانتخاب 


= 


الف : احتمال آنکه مقدار آن (۲۵> × > ۲۴) باشد چقدر است ؟ 
ب : احتمال آنکه مقدار آن (۲۵ > ± ) باشد چقدر است ؟ 


پاسخ: الف : این مقدار برابر فراوانی نسبی طبقه پنجم جد ول (۲-۳) می‌باشد , 


)۲۴ > < > ۲۵ ( 2 ۰/۰۵ 2 


ب : این مقدار برابر فراوانی نسبی تجمعی طبقه پنجم جد ول (Yo)‏ می‌باشد , 


ب : نمایش نموداری اطلاعات طبقه‌بند ی شدہ : 


cle Sb!‏ طبفه‌بندی شده در جداول توزیع فراوانی را می‌توان به‌صورت نمودار نیز 
نشان داد . متداولترین اشکال نمایش جد ول توزیع فراوانی نمودارهای میله‌ای و هیستوگرام 
می‌با شند ۰ 


ب - ۱ - نمودار میله‌ای : 

این نوع نمودارمعمولا برای نمایش جد اول‌توزيع فراوانی به‌کارمی‌رود که‌متغیرتصادفی 
LT‏ گسسته بوده و مقادیر مشاهده شده برای این متفیر نیز زیاد متنوع تباشند , به‌عنوان 
مثال اگر متغیر تصادفی ما تعداد حالت‌های مشاهده شده درصد بار پرتاب یک تاس همتراز 
باشداولا" این متفیر »متفیری‌گسسته است و انیا" این‌متفیر فقط می‌تواند ۶ مقدار را اختیار 
کند و مقادیر آن خیلی‌متنوع‌نیستند و درنتیجه نمایش توزیع فراوانی چنین آزمایشیازطریق 
نمودار میله‌ای مناسب تر است , البته معنای جمله مزبور این نیست که سایر جداول توزیسع 
فراوانی را نمی‌توان از طریق نمودار میلها ی نشان داد بلکە مقصود آن است که نمودارهای 
هیستوگرام بهد لیل آنکها طلاعات بیشتری را نسبت به‌نمودارهای‌میله‌ای منعکس می‌کنند برای 
نمایش جداول پیچیده‌تر مناسبت بیشتری دارند . 

برای رسم نمودار میله‌ای کافی است مقادیر متفیر تصادفی را برروی محور افقی 
و فراوانی مطلق یا نسبی و یا هر فراوانی دلخواه دیگری را برروی محور عمودی نشان داده 
و سپس تصویرفراوانی هرمقدار را به‌صورک‌یک خط برروی نقطه‌ای که در محور افقی »آن‌مقدار 
خاص را نشان می‌د هد عمود کنیم . 
متال ۲-۴ : جدول (۲-۴) نتیجه مطالعه برروی تعداد فرزندان یک نمونه ۵۰ خاتواری را 


۷۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


نشان مید هد .نمودار میله‌ای مربوط بەاین جدول‌را برحسب فراوانی‌مطلق و نسبی‌رسم کنید. 





حسدول ۲-۴ 


پاسخ : در محور ععودی سمت چپ فراوانی مطلق و در محور عمودی سمت راست فراواشی 


نسبی را نشان مید هيم ۰ 





۱۵ — Ye 
A 
T ۱ gi ۳۰ ‘j: % 
a | 
۵ ۹۰۷۸ 
o 
۰ ۱ 7 1: 





ب ۰ ۲ نمودار هیستوگرام 


plas‏ جداول مربوط به‌متغفیرهای پیوسته می‌باشد . به‌عبارت دپگر plo‏ جد اول ‌توزیع فراوانی 








که‌دارای طبقات غیرنقطه‌ای و عریض هستند توسط نمودارهای‌هیستوگرام‌نشان داد ه‌می‌شوند. 
خاصیت اصلی این نمودارها که د ر واقع مزیت آنها بر نمودارهای میله‌ای محسوب می‌گرد د 
این است که در این نمودارها می‌توان حدود هرطبقه و نیز وسط هرطبقه را نمایش داد . 
برای ترسیم این نمودارها باید ابتدا حدود هرطبقه را برروی محور افقی یک دستگاه 
مختصات مشخص نموده و فراواتی مورد نظر (مطلق » نسبی .یا تراکمی ) را روی محور عمود ی 
نشان داد . سپس تصویر فراوانی مربوط به هرطبقه را بەصورت یک مستطیل برروی فاصلمه‌ای 
که در محور افقی » نمایش د هنده آن طبقه است عمود کرد . 
متال ۵ ۲ ۰ جدول (Y— A)‏ وضعیت Foo sd‏ مرد موجود در یک نمونه را نشان می‌د هد . 
مطلوبست نمودار هیستوگرام مربوط به‌این جد ول براساس فراوانیپای مطلق و نسبی . 


“as 
۱۴۸-۵۶ 


١۵گ‎ ۲ 


۱۹۶-٣۴ 





روی محور سمت راست دس bol; ae‏ که در بې بین ۲ مارگران ا ره 

اتصال وسط اضلاع بالاتی هریک ازمستطیلمای یک نمودار هیستوگرام بەیکد یگر نمودارتوزیع 

فراوانی را به‌صورت منحنی به‌دست آورند در شکل (۲-۲) منحنی توزیع فراوانی مربوط 
ین مثال‌نیزرسم شده است rely,‏ است که هریک ازا بن تقاط نشان د هند ہفراو انتتی 

i‏ مربوط بەوسط هرطبقه و جح بہتر به‌هرطبقه 

منحنی نیز به‌طور مختصر توضیح داده شود . 


A‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصاد و باز رگانی 





ب ۳ اشکال مختلف منحنی‌های توزیع فراوانی : 


بطور کلی منحنی‌های توزیع به‌دوشکل متقارن و نامتقارن (چوله) وجود دارند . 
" هرگاه مقدار وسطی یک متغیر تصادفی بیشترین فراوانی را داشته و وقتی که بطرف " 
" دو حد بالا و پائین مقادیر حرکت می‌کنيم از مقدار فراوانی دوطرف به‌صورت نسبتا" 
" هماهنگ و متقارنی کاسته گردد توزیع فراوانی این متفیر را متقارن و یا زنگی شکل " 
" و در غیر اینصورت توزیع را نامتقارن یا چوله می‌نامند , 


شکل (۲-۲ ) یک منحنی توزیع منقارن یا زنگی شکل و دو منحنی موجود در شکل (YH)‏ 
منحنی‌های نا متقارن پا atom‏ میباشند , چون در منحنی الف بیشترین فراوانیہا در شرف 
چپ منحنی متمرکز است آن را منحنی چوله به‌راست و به‌دلیلی مشابه منحنی ب را چسولبه 


به‌چپ می‌نامند . 


انجام شود که در مورد کیفیت تمرکز و پراکندگی آن متغیر اطلاعات کافی در اختیار باشد . 





فصل دوم - مشخهه‌های تمر کز ویرا کندگی ۸۱ 


اگر آ مارگری بخواهد در مورد وضعیت یک متغیر در نمونه قضاوت گند علی‌الاصول به چیزی 
بیش از اطلاعات طبفه‌بندی شده نیاز نخواهد داشت و همین میزان پرورش اطلاعات برای 
تأمین هدف‌او کفایت می‌کند زیرا از رو‌یک جدول توزیع‌فراوانی و یا یک‌هیستوگرام فراوانی 
به‌راحتی می‌توان در مورد وضعیت تمزکز و پراکندگی متفیرمورد نظرقضاوت کرد . آمامعمولا" 
هدف آمارگران تحقیق در مورد نمونه نیست بلکه آنها از نمونه‌به‌عتوان‌مبنایی برای‌قضاوت 
در جامعه استفاده‌می‌نمایند و می‌خوآهند با توسل به‌نمونه درمورد وضعیت تمرکزو پراکند کی 
یک متفیر در جامعه قضاوت نمایند و همانطور که قبلا" نیز بهد فعات گفته شده است چنیسن 
هدفی وقتی قابل‌تا مين است‌که در مورد مشخصه‌های تمرکز و پراکند گی‌جامعه نتایجی‌هرچند 
به‌صورت تقریبی بدست آورد . 

تنها وسیله‌ای‌که می‌تواند به‌یکآمارگر درمورد بسدست وردن تقریبی مقدارمشخصه‌های 
جامعه کیک کند مقدار همین مشخصه‌ها در نمونه می‌باشد و به‌همین دلیل دانستن چگونگی 
محاسبه مشخصه‌های نمرکز و پراکندگی درنمونه درراستای تحقیق د رمورد یک متفیرد رجامعه 
(نه نمونه ) امری لازم و اجتناب‌ناپذیر می‌نماید که محاسبه مشخصه تمرکز یک نمونه موضوع 
این قسمت از بحث می‌باشد . 

بطورکلی سه‌مشخصها صلی برای تمرکز وجود دارند این سه‌مشخصه‌عبا رتند ازمیانگین O)‏ 
AN ues Lai ete,‏ 


ج - ١‏ - میانگین : 


د ر بین سه مشخصه نامبرده ميانگین به‌دلیل اطلاعات مفیدتری که در بیشتر موارد در 
اخنیارمحقق قرارمی‌د هد مپعتری نآنها می‌باشد و به‌همین‌دلیل نیز بیش از دیگرمشخصه‌های 
تمرکز مورد استفاده آمارگران فرار می‌گیرد . از این مشخصه گاهی به‌عنوان میانگین حسایی 
نیز یاد می شود وخصوصیات آن نیزبرای افرادی که حتی معلومات ریاضی‌بسیار کم هم دارند 
مشخص است و لذا در اینجا از بحث پیرامون آن خودداری می‌گردد . علامت اختصاری این 
این مشخصه در کتب آماری( ج )می‌باشد و طرز محاسیه آن نیز بسته بے اینکه اطلا عبات » 
طبقه‌بندی شده باشند یا نباشند » کمی متفاوت است . لذا در اینجا ابتدا روش محاسبه 
میاتگین برای اطلاعات طبقه‌بند ی نشده و سپس برای اطلاعات طبقه‌بند ی شده توضیح داد ه 
میشسود : 

1 - Mean 
2 - Median 


3 - Mode 


AY‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


Cele‏ عشایی رص مواردی باه کی LG‏ ا فرش ES‏ کسی 


مخل ( × ٦)‏ مقدار (ے × » ry beads‏ د )را اختبار کند . برای محاسبه میانگین در این 
موارد از رابطه زیر استفاده می‌شود . 
)٢-١(‏ 
nne +X‏ وم موم ت و و +2 T‏ 
n‏ = 
n‏ 


مثال ۶ - ۲ : وضعیت درآ مد ماهیانه افراد در یک نمونه ۵ تایی برحسب Shy‏ بصورت $05 
است . میانگین درآمد را برای این نمونه محاسبه کنید . 


)۵۰ مر‎ ۰ FO seen ا‎ Fe eee مرش‎ ۱۰۰ jee) 


پاسخ: از رایطه (yy)‏ استفاده می‌کنیم . 


oe ۲ ia ۵ و پاپ رب تو وع نی دم ام‎ ea a رو‎ ees 


+۶۱ = تست باب X=‏ 
قیل از آنکه به‌توضیح روش محاسبه میانگین برای اطلاعات طبقه‌بندی شده بپردازیم 
لازمست مختصرا" بعضی قواعد مربوط به‌علامت مجموع که با حرف یونانی E‏ (سیگمایبزرگ) 


ae 


نشان داده می شود توضیح داده شوند . 


فرض کنید متغیر × مقادیر a‏ ۰,۰۰۰۰ پ۴5 ) را اختیار کند . در صورسی که 
بخواهیم این مقادیر را با یکدیگر جمع کتیم مسلما باید آنها را به‌صورت زیر بنویسیم : 


تام میٹ وم موه + XIX‏ 
537٢ n‏ 


به‌منظوررعایت اختصار در عطیات ریاضی و آماربه‌جای جمله فوق از علامت مجموعبامعنای 
مفروض زیر استفاد ه می‌کنند . 
(T= 7)‏ 


معنای عبارت سمت راست مجموع مقادیر ,× است در صورتی که 1 از y‏ تا 1 تفییر کند , 
BE‏ 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکندگی Ar‏ 


مثال ۷ ۲: ضمن استفاده از علامت مجموع مثال (۲-۶) را حل کنید , 

پاسخ : در صورت استفاده از علامت مجموع رابطه (YH)‏ پعنی رابطه مریوط به محاسبه 
میانگین به‌صورت زیر تغییر می‌یاید , 

]۲-۳( 


n 

LX: 

ie. خی‎ 
5 


تنہا تفا وت‌پاسخهای دومثال فوق در همین‌است یعنی در مثال ( ۲۷ )باید بەجای استفاده 
رابطه ( ۲-۱ ) از رابطه ( ۲-۴۳ ) استفاده شود . 


= i ین‎ EES Pere اق‎ See 
Se 0002ی ےہ‎ ee O 


a 
& 


قضایای زیر در مورد علامت مجموع صادق است ` 
قضيه ٠‏ ۲-۱. 
)٢-+(‏ 


رہ ہہ ہر ہے 
=i‏ کک“ Ji‏ ن i=)‏ 


قضیه: ۲-۲ . اگر ۷ مقدار ثابتی داشته باشد داریم 
(۲-۵) 


n 


„2 Y,= nY 
i=) 1 


قضيه : ۲-۳ . اگر y‏ مقدارتابتی داشته باشد بااستفاده از قضیه (۲-۲) قضیه ( ۲-۱ ) 
به‌صورت زیر تغییرشکل مید هد . 


A n )۲-۶( 


قضیه : ۲-۴. اگر 6 مقدار ثابتی داشته oth‏ داریم : 
(Y-Y)‏ 

For, = CÈ 

toxi STi 


درمواردی که ازعلامت و EX‏ بار y‏ ستفادهمی‌شود مقصود حاصل aar‏ همه D‏ عنصرموجود 
است . 


مثال ۸- ۲ : در یک نمونه ۴ تایی مقادیر متفیر تصادفی × به‌ترتیب از چپ به‌راست (۶ ء 


At‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


۵ء ) و مقادیر متقیر با همان ترتیب (۲۰۵۰۸۰۴) می‌باشد . 


1 
الف : مقدار ) .8+ (X,‏ < را محاسبە كنيد . 
iz) 1 sB‏ 
ب : اگر در ھرچہار مورد مقدارثابت (۴- ۲ ) را اختیار کند درآن صورت مقادبرعیارات 
را ے ) E(x, tY‏ و TYG‏ را محاسبه کنید . 
پاسخ:الف :از رايطه ٢-۴‏ استفاده میکنیم . 
Ey, ty ) =L t Ey‏ 
Ty, = ۲+۵+۸+۲ = ٩‏ 3 1= ۲+۷+۵+۶ = رد ے 
د ر تتیجه مقدار خواسته شده پرابر مقدار زیر است . 
¢_ ۳ 2 
(x, + ys )= ٢٢+۱۹ = ۱‏ 


ب : چون نمونه ۴ تایی است بنابراین ۴= n‏ بوده و به‌ترتیب از روابط(۲۵) و (۲-۶) و 
( ۲-۷ ( استفاد ه می‌کنیم . 


2 ) xX, + ۷۲ ( rx, + nY = ۲۲+۱۶ = ۳۸ 


Z Yx. = YE 2 = ۴)۲۲( = ۸ 


محاسبه میانگین برای مقاد یر طبقه‌بند ی شده : 


سی که اطلاعات garth‏ شده با شند gly‏ یلاب مياتگین باید ار 
یعنی رابطه زیر استفاده نمود . 
(۸- ۲ ) 
b‏ ۱ = 
tS = ۳‏ 
n 1-2 [ 1 1‏ 
در این رابطه 0 نشان د هند ه حجم نمونه h‏ معرف olas‏ طبقات Xis‏ بیانگر عسلامت 
هر طبقه بوده و بالاخره ٍ۴ نراوانی مطلق هرطیقه را نشان می‌دهد . البته علامت طبقات 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکند گی ۸۵ 


نا بەحال با(" انشان داده‌می‌شدکه از این پس جهت رعایت‌هماهنگی آنرا درجد اول‌توزیم 
فراواتی با × نشان خواهیم داد , 

رابطه (ya)‏ در واقم همان رابطه (yay)‏ است که بها قتضای طبقه‌یندی اطلا عات 
تفییرات مختصری پیدا کرده است , برای توضیح بیشتر مجد دا" به‌متال (۲-۶) توجه کنید. 
مقدار میانگین در این مثال به‌صورت زیر قابل محاسبه است : 


__)۵۰۰۰۰()۲(+)۶۵۰۰۰()۱(+)۴۶۰۰۱۰۰()1(+)1٠۰١.. LADEN‏ بیج 
= 0 





۶۱۲۰ 


اعداد ٢‏ و ١‏ که در صورت کسر در مقادیر متغیر ضرب شدهاند در واقع همان فراوانی 
مطلق آن مقاد یر می‌باشند که چون مقدار این فراوانیہا اکثرا" معادل ١‏ بوده است قبلا" از 
نشان‌دادن آنها صرف نظر شده و عدد ( ۵۰0۰0 ) نیز به‌جای ALT‏ در دو ضرب شود »د ویار 
تکرارشده است . بدین‌ترتیب در رابطه (Yo)‏ نیز هرمقدار» در فراوانی خود ضرب می‌شده 
است . از طرفی چون در اطلاعات طبقه‌بندی شده معمولا" مقدار اصلی مشاهده شده برای 
متغیر تنوع زیادی داشته و بەھمین دلیل نیز آنها را طبقه‌بندی می‌کنند استفاده از مقاد پر 
اصلی ممکن نبست . مثلا" در مثال (۲-۲) وزن ۲۰ محصول انتخاب oat‏ ۲۰ مقدار مختلف 
دارد . واضح است که در چنین مواردی استفاده از علامت هر طبقه به‌عنوان مقدار × در هر 
طبقه مناسب تر از هر مقدار دیگری می‌باشد . رابطه (YA)‏ در واقع چیزی نیست جز همان 
رابطه (۲-۳) که در آن دو نکته فوق ملحوظ گشته است . بعنی فراوانی مطلق جهت کوتاه 
کردن جملات صورت » در abil‏ ظاهر شده و به‌جای مقدار اصلی تک تک مشاهدات »علا مت 
هر طبقه گذ اشته شده است , 
متال ۲-۸ . میانگین قد افراد را در مثال (Yay)‏ حساب کنید . 
پاسخ ؛ از رابطه ( ۲4 ) استفاده می‌کنيم . 


Fo) yx r=- )۱۵٣()٢(+)۱۶۰()۱۰(+)۱۶۸()۴۸(+)۱۷۶( 
۳ i i ° ۱ 
)۶۴(+)۱۸۴()۵۶(+ )۱۹۲()۱۶(+)۲۰۰()۴( اہ _ ۔‎ - ۱۷۷ 


ج - ۲- میانه 
د ومین مشخصه تمرکز مہم آماری میانه می‌باشد ۱ 


" اگر ole‏ یر یک متفیر به‌ترتیب اندازه مرتب شده باشند عددی که در وسط" 
وا قرار دارد را میانە نامند , " 


۸1 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


واضح است که اگر تعداد مشاهدات و یا تعداد مقادیر متغیر فرد باشد یک dane‏ در 
وسط قرار می‌گیرد و همان عد دمیانه است اما اگر تعدادمشاهدات زوج باشد دو عدددر وسط 
قرار می‌گیرند .در چنین مواردی میانگین د وعدد وسطی به‌عنوان میانه در نظر گرفته‌می‌شود 
روش‌محاسبه میاته برای اطلاعات طبقه‌یند ی نشده و طبقه‌بندی شده متفا وت است که ذیلا" 


هر دو روش توضیح د اده می‌شوند . 
محاسبه میانه برای مقاد یر طبقهبند ی نشده 
روش کار در این مواردیسیار ساده است . بد ین‌ترتیب که ابتدا مقادیر متفیررابرحسب 


تعداد آنها زوج باشد میانگین دو عدد وسطی میانه خواهد بود . 
مثال ٩‏ - ۲ مقادیر مشاهده شده × در یک نمونه ۵ تأیی به‌قرار زیر است . میانه را برای 


این مقا دیر مشخص کنید , 
ڑھے ۴ے (AFF‏ 


)۴ ۵ ۶ ۸ . VW) 


چون تعداد مشاهدات فرد می‌باشد عدد ashes‏ ۶ است . 
متال jo‏ ۲: در یک نمونه Jo‏ تایی مقاد یر مشاهده شده × به‌صورت زیر است مقدار میانه 


را برای مقادیر مشخص کنید . 

(۷ء ۵ ۸ء ۴ (YIA CET GA‏ 
پاسسخ : مقادیر فوق را برحسب اندازه مرتب می‌کنیم . 

OT ۵ هن‎ MEI) 


چون تعداد مشاهدات زوج | ست میانگین دو مقدار وسطی یعنی 9۵ ۷میانه خواهد بو 


Me = کش‎ = 


وقتی که اطلاعات طبقهبندی ost‏ بأشند پیداکردن مقدار میانه کمی‌پیچید هتراز حالت 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وبرا کند گی AY‏ 


قبل است . روش محاسبه میانه را در این حالت در قالب یک متال توضیح می‌د هيم . 
مثال ۱۱ - ۲. مشاهدات حاصل از یک نمونه ۴۱ تایی برای منفیر × مطایق جدول توزیع 
فراوانی زیر است . میانه این مشاهدات را محاسبه کنید . 





پاسخ : برای محاسبه میانه‌ابتدا بايد دید چند مین مشاهده در وسط قرار می‌گیرد اگرتعداد 


مشاهد ات زو‌باشد این‌رقم معادل 2 و اگر فرد stl‏ معادل H‏ 2 د رنظرگرفتەمی شود .چون 


در مثال فوق ( ۴۱- ۲ ) بوده و فرد می‌باشد پس مشاهده وسطی مشاهده زیر خواهد بود . 





n+i ۴۱ + ۱ 
7 = ۲ =Y) 








در مرحله Gas,‏ باید دید مشاهده (۲۱) در کدام طبقه قرار می‌گیرد , ستون فراوانی 
تجمعی مشخص می‌کند که این طبقه , طبقه پنجم است زیرا مشاهدات پانزد هم تا بیست و 
چهارم در این طبقه قرار گرفته‌ا ند . در مورد مقادیر مشاهدات در این طبقه فقط می دانیسم 
که مقدار LET‏ (۶۰> ×> .۵ ) بوده است و رقم دقیق هریک ازه ۱ مشاهده موجود در این 
طبقه » د رجدول فوق مشخص نشده است . از آنجا که هفتمین مشاهده موجود این‌طبقه میانه 
می‌باشد (زیرا بیست و یکمین مشاهده در کل مشاهدات است ) اگر مقادیر دقیق هریک از 
مشاهدات معلوم بود مقدار میانه براحتی مشخص می‌گردید . اما در شرایط موجود باید مقدار 
هفتمین مشاهده‌طبقه پنجم یعنی بیست و یکمین مشاهده در کل مشاهدات را به‌طریقی 


تخمین زد . 

برای این‌کار فرض می‌شود که در هریک از طبقات جد ول‌توزیع فراوانی مقاد یرمشاهدات 
بطورمساوی توزیع شدها ند .به‌عنوان مثال طیق این فرض طبقه سوم به ۵ قسمت مساوی تقسیم 
شده و در هریک از این قسمتہا یک مقدار قرار می‌گیرد بعنی مقادیر دقیق مشاهدات در طبقه 


سوم بر اساس این فرض به‌صورت زیر است . 


(Tia rae CTY <73) 


حال برا ساس این فرض مقدار میاته را می‌توان تعیین نمود زیرا می‌توان مقدار میانه را 
اون مه دوش EL‏ وت سر اکا کید کرد Gad‏ کس جوز 
بەراحتی امکان‌پذیر است 
رح (عرض طبقه ینجم ) + مقدارمشاهده چیاردهم :1162ء مقداربیست و یکمین‌مشاهده) 
صحت رابطه فوق به راحتی قابل درک است . چون در جسدول تسوزیسع 
فراوانی مشاهدات به‌ترتیب اندازه و از کوچک بهبزرگ مرتب شده‌اند بنایراین مقدارمشاهد ه 
بیست و یکم قطعا" ازمقدار مشاهدات قبلی بزرگتر است . اینک بر اساس فرض مزبورمی‌توان 
مقدار مشاهده چہاردھم یعنی جزٴ اول رایطه فوق را به‌راحتی مشخص نمود زیرا این مشاهده 
آخرین عنصر طبقه چهارم یوده و طبق فرض فوقالذ کر بزرگترین‌مقدار را در طبقه دار است. 
معمولا" در آمارچپت سپولت ‏ مقدارآ خرین عنصر هرطبقه‌را برابر مقدار حد بالای آن طبقه 
و یا حد پائین طبقه بعد در نظر می‌گیرند که در این مورد خاص این مقدار برابر حسدیالای 
طبقه چہارم یعنی عدد ه۵ می‌باشد . برای بدست‌آوردن جز* دوم فرض کنید که مشاهند a‏ 
بیست و چہارم مشاهده مبانه باشد که مقدار آن به‌اندازه عرض طبقه پنجم از مقدارمشاهد ه 
چپارد هم بیشتر است . چون مشاهده بیست و چہارم آخرین عنصر طبقه پنجم است . 
۵۰+۱۰-۶۰ = عرض طبقه پنجم + مقدار مشاهده چہارد هم - مقدار مشاهده بیست و چہارم 
اما مشاهده بیست و یکم و به‌عبارت دیگر مشاهده هفتم طبقه پنجم ء میانه بسوده و 
مطلوب مسئله است .برای آنکه بدانیم مقدار این مشاهده چقدر از مقدار مشاهده چپارد هم 
بزرگتر است کافی است تناسب زیر را بیند یم . 


مقدار افزایش تعداد مشاهدات بعداز مشاهده چپارد هم 


1۰ 





۲ .و ۲۱-۲۳ ۷ 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکندگی ۸۹ 


مقدار ‏ برابر See‏ دوم رابطه فوق است . از جایگذاری مقادیر هریک از دو جز* مزبور مقدار 
Me= ۵. + 1 = OY‏ 

در رابطه فوق عدد ۵٥‏ حد پائین طبقه میانه است و معمولا" آن را با حرف( L‏ انشان 

مید هند عدد ۱ ۲ شماره مشاهده وسطی است که اگر مجموع مشاهد ات زوج pls F L sth‏ 


n+} 


فرد باشد با نشان داده می‌شود . عدد ۱۴ فراوانی تجمعی طبقه قبل از طبقه میانه 





استومعمولا''با حرف ( 7)نعایش داده‌می‌شود عدد Jo‏ موجود در مخرج‌کسردر واقع فراوانی 
مطلق طبقه میانه است و با p‏ ۴ نشان داده می شود و بالاخره عدد Po‏ بیرون ازپرانتز عرض 
طبقه atlas‏ است که معمولا" با حرف( 0 )نشان داده می‌شو د ۰ واضح است که رابطے قوق را 
می‌توان در تمام موارد ء مورد استفاده قرار داد و بدین ترتیب رابطه کلی بدستآوردن 
میانه برای مقاد یر طبقه‌بندی شده رابطه زیر می‌با شد . 
(۲-۹) ہے 8 

Me = 1L + (= c 


مثال ۰۲-۱۲ مقدار میانه را در مثال (۵ - ۲) تعیین کنید . 

پاسخ ؛ چون تعداد عناصر نمونه زوج است عینا" از رابطه (yg)‏ استفاده می‌کنیم . چون 
11 
y‏ 
حاوی صدمین عنصربوده و طبقه‌میانه است و فراوانی تجمعی طبقه قبلی نیز ه ۶- F‏ می‌با شد , 


هو ه [-< 


است صد مین عنصر میانه خواهد بود . به‌راحتی می‌توان دریافت که طبقه چپارم 


Head این اطلاغات نتدار زیر‎ Sibel ا ماھ‎ ass 


Me s ۱۷ + ) گیل‎ Janw 


مثال ۱۳ - ۲ : میانه را برای مثال (۲-۲) که توزیع فراوانی آن در جدول (Ya)‏ منعکس 
شده است پیدا کنید در صورتی که فراوانی مطلق طبقه آخر این جدول yo‏ باشد . 

پاسخ : اگر فراوانی مطلق طبقه آ خره = ,۲ باشد ۰ھ n‏ خواهد شد که عد دی فرداست 
و باید برای محاسبه میانه آن »از رابطه زیر استفاده نمود . 








7 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


۵-۴ 


M اس‎ = 
e waf 7 j ۱ - ۷۵ 


:) Mo) نمایامد‎ - ۳ z 


" نمای یک دسته مشاهدات مقداری است که بیشترین فراوانی را داشته باشد . " 

ممکن است در یعضی موارد نما وجود نداشته باشد و با بیش از یک نما موجود باشد " 
واژه مد در اینجا همان مفپومی‌است که درلسان عامه مردم‌به‌کار مي‌رود . وقنی که می‌گویاد 
فلان VS‏ مد شد ه‌است یعنی مصرف آن obj‏ شده‌است . در اینجا نیز عنصر مد عنصریاست 
| 


که بیشترین فراوانی را دارد . 


مثال ۱۴ ۲: در مشاهدات زیر نما را مشخص کنید . 
الف * Te Ta he Foe Fey‏ ۲ 
De‏ ۰۷ ۰.۶ ۰۵ ۰۲ ۰.۳۲ ۲ 


Poe hate Hack ا‎ 8 EE z 


پاسخ ۰ الف yi‏ ب نما ندارد ج ۳و۵ 

در داده‌های طبقهبندی شد ه‌معمولا" فراواتی‌مربوط به شرطبقه وجود دارد و نه‌فراوانی 
هر مشاهده و لذا مشخص‌کردن‌نما مشکل‌است . در چنین مواردی معمولا" مرکز طبقه (علامت 
طبقه ) ای که بیشترین فراوانی را دارد به‌عنوان نما برآورد می شود . 
JE‏ ۵ب ۲ : د ر ثال (۵ - ۲) نما رابدست آورید . 
پاسخ ۰ طبقه چہارم نما بوده و عدد ۱۷۶ به‌عنوان نما برآورد می‌شود . 


E هی زا‎ TERE 
قبلا" دانستیم که یکی از ویژگیہا و صفاتی که لازم است در جریان پک مطالعه آماری‎ 
از سوی آمارگران در مورد متغیر مورد مطالعه آنہا مورد بررسی قرار گیرد پرا نکی از متیر‎ 
حول مرکز توزیع می‌باشد .اگر جد ول توزیم فراوانی جامعه اصلی در اختیار محقق فرارداشت‎ 
برای ارزیابی پراکندگی او به‌هیج مشخصه‌ای احنیاج نداشت زیرا که جدول و منحنی توزیع‎ 
به‌خوبی آین مسئله را توضیح می‌د هند . اما محقق فقط جدول توزیع فراوانی یک يا چند‎ 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکندگی ۹۱ 


نمونه را در اختیار دارد و باید بر مینای اطلاعات این نمونه و يا نمونه‌ها در مورد جامعه 
به‌نتیجه‌ای د ست یابد . در چنین وضعیتی او باید بر اساس اطلاعات نمونه بەمشخصەھاشی 
از جامعه د ست یابد که او را در ارزیابی پراکندگی توزیع یاری نمایند . چنانکه قبلا گفته‌شد 
این کار فقط وقتی میسر است که او مقادیر مشخصه‌های پراکندگی نمونه ر در اختیار داشتسه 
باشد و بنایراین در جریان یک کار آ ماری محاسبه مشخصه‌های پراکندگی تمونه امسری لازم و 
را در یک نمونه و با جامعه مشخص کنند . کوششهای فراوانی به‌منظور وضع چنین مشخصه‌هایی 
تا کنون صورت‌گرفته است‌که ثمره آنها پیدایش سه‌مشخصه به‌نامهای دامنه تغییرات»میانگین 
انحرافات و اتحراف معیار » می‌باشد ۰ در بین این سد مشخصه © سومی درآمارازاھمیت 


بسیار زیاد برخوردار بوده و کاربرد بسیار وسیعی دارد . 


١ - 3‏ - دامنہ تغبیرات! 


اولین و سادەترین شکل مشخصه‌های پراکندگی دامنه تفییرات می‌با شد . 
" دامنه تغییرات یک مجموعه اعداد عبارت از تفاضل بین بزرگترین و " 
" کوچکترین عدد موجود در آن مجموعه می‌باشد . " 
وقنی‌که داد ه‌ها طبقمندی شدهیاشند مقدار دامنه تغییرات برابسر با تفاضل حد 
پائین‌ترین طبقه و حد GIL‏ بالاترین طبقه می‌باشد . 
مثال ۱۶ - ۲ دامنه تفییرات را در موارد زیر پیدا کنید . 
ار ی وه قابل ام باه 


۲۴۲۲ ۲۱۰۱۲٢۰۱۲ م۸۰۱۵‎ 


ب : مجموعه مشاهد ات مطابق جد ول (y =ô)‏ باشد . 
پاسخ : الف : 2۲۳۴-۸۶ 5 
dF FA‏ = 2۲۰۴-۱۳۸ 


دامنه تفییرات اصولا" مشخصه خوبی برای ارزیابی پراکندگی نب نیست زیرا از وضعیت 
پراکند گی دربین دو نقطه حد ی‌هیچگونه اطلاعی ب_دست نمید هد . بااین حال‌موارداستفاده 
این مشخصه کم هم‌نیستند . در بسیاری از واحد های صنعتی تا وقتی که نوسانات و تغییرات 





1 - The Range 


۹۳ آمار برای دانشجوپان رشته‌های اقتصادو بازرگانی 


محصول تولید شده از حیث اندازه » شکل » کیفیت و غیره بین دو حد خاص باشد دستگاه › 


سالم و بی عیب محسوب شده و تولید در وضعیت gole‏ تلقی میگردد . 


د - ۲- میانگین انحرافات۱ 


د ومین مشخصه مہم در مورد پراکندگی یک متغیر میانگین اتحرافات است .این مشخص 
در مقایسه یا دامنه تغیبرات‌از SUS‏ بیشتری برخوردار بوده و اشکال‌عمده‌ای که‌برای‌تقییرات 
ذکر شده » در اینجا مرتقع گردیده است . زیرا ميانگین انحراقات بر خلاف دامنه تفییرات 
فقط ناظر بر دو نقطه حدی از مقادیر متفیر نیست بلکه در این مشخصه سعی شده است اولا" 
a a‏ سی کی تر "eb‏ مرکا زی دیا eal cies Glen‏ ی که 
oly!‏ پراکندگی دارند در آن ظاهر شوند که این معتا L‏ لحاظ نمودن فراوانی مطلق هریک 
از مقاد یر متفیر.محقق می‌شود . به‌عنوان مثال اگر Joo jl‏ نفر عضو یک نمونه ۹۹ نفردرآ مدی 
د رحدود میاتگین د اشته و فقط درآ مد یک نفر ازاین افراد با میانگین درآمدها اختلاف‌زیاد 
داشته باشد نمی‌توان توزیع درآ مد را در این نمونه بسیار پرآکنده دانست . دادن ضریب ١‏ 
(د ر مقابل‌ضریب ۹۹ برای سایرین )در این‌مورد به‌مقدار درآ مد این شخص خاص سبب می‌شود 
که میزان پراکتدگی زیاد بزرگ نشود در حالی که در دامنه انحرافات به‌خاطر همین‌یک‌نقطه , 
توزیع درآ مد بسیار پراکنده Ogle‏ می‌نمود . 

ogee‏ از اکحرای cle plane.‏ امیر wie‏ عا ام مارا کین 
مقاد یر متفیر است . میانگین انحرافات بر مبنای این تصور وضع شده است که اگر بتسوان در 
یک‌مشخصه به‌نحوی از انحا* pls‏ مقاد یر انحرافات متفیر مورد نظر را در یک‌مشخصه متعکس 
نمود این مشخصه یرای ارزیابی پراکندگی حول محورمیانگین یک متفیر »ملاک خوبی خوا هد 
یود . برای این‌کار ابتدا مجموع انحرافات ازمیانگین برای مقاد بر مختلف یک متفیرباعبارت 
iE, (x, -3 )‏ نشان داده شد . اما این عبارت دارای دو اشکال است . اولا"مقدار این 
عبارت در همه موارد معادل صفر است , این یکی از خواص مہم میانگین می‌یا شد که‌ان_شاءالله 
در ضمن مسائل این فصل بهاثبات خواهد رسید . 


nN Se 
2, و‎ £) =o (۲ -۱( 


تا نیا "د رموا رد ی‌کها طلا عات طبقه‌بندی‌شد ه با غند همه ۸ مقداراصلی × د راختیا رنبود هوبجای آن 


bas‏ به‌تعداد طبقات ( h‏ )مقاد یرعلاعم هرطبقه‌د رد سترس هستند ولذا عیارت فوق‌د رچنین مواردی 


l - Mean Deviation 


قا بلا ستفا د ەنیست. برای رفع اشکال د وم عبارت قبلی اصلاح‌گردید هور ه‌صورت ٣:‏ (ع - z Ñi‏ تفییر 
شکل یافته است . این شکل جدید در مورد اطلاعات طبقه‌بندی شده به‌راحنی تابل اعسال 
است زیرا همه اطلاعات لازم برای آن در دسترس می‌باشند و حتی می‌توان آن را برای 
اطلا عات طبقبند ی نشده نیز با منظور نمودن( ۱= ,۴ ) به‌کاربرد , اما اشکال اول که در 
رایطه o)‏ ۲-۱ ) منعکس گرد ید هنوز بەقوت خود 28017 . برای رفع این اشکال به جای 
مقدار اصلی هر انحراف ء قدر مطلق آتہا را در نظر گرفته شده و جملات قبلسی به صورت 
3و۱ برای اطلاعات طبقعبندی نشده و ر۱۴ EIX, -F‏ برای مقادیر طبقعبندی شده 
تبد یل hot‏ . 

ہام وت کار تساه با مش سرک تارف مات یی A RR S a‏ 
کوچک نموده‌از صورفوق‌که حاصل‌جمع‌انحرافات هستند is‏ انحرافات‌تبد یل می‌نمایند 
بد ین ترتیب محصول نہائی تلاشهای فوق برای اطلاعات طبقمندی نشده بصورت رابطے 
(۲-۱۱) و برای اطلاعات Gareth‏ شده به‌شکل رایطه (۲-۱۲) بیان می‌گردد , 


m 7 1 =‏ 
۳ إت در .سل = M.D‏ برای مقادیرطبقه‌بندی نشده 
n 12۱1 1‏ 
ی ad 0 ۱ oh‏ رر کا 
X lx.-xlF. (<1)‏ ل = M.D‏ برای مقادیرطبقه بندی شده 
n i=) 1 1‏ 


مثال ۱۷ - ۲ : انحراف متوسط را برای دو مورد زیر پیدا کنید . 
الف : مقاد یر مشاهده شده » اعداد (۲۰۳۰۳۰۵۰۵۰۱۱) wie‏ 
ب : مقادیر مشاهده شده مطابق جد ول (۵ - )٢‏ باشتد . 
پاسخ:ٴالف: 
d4+ 5453‏ + ۴ + ۲ + ۲ 


.سس سس سس X=‏ 
y‏ 


چون اطلاعات طبقه‌یندی شده نیستند از رابطه (۲-۱۱) استفاده می‌کنیم . 


۱ -, 3 ۱ 1 
M.D = = |x; -X|= )]٢-۵|+[۳-۵]+[۴-۵|+|۵-۵|+|۵-۵]+]۱۱-۵إ‎ 


ب : در مثال ( ۲۸ ) مقدار میانگین این مشاهدات را (۱۷۷۔ 2 ) بەد ست آوریم . 
چون اطلاعات طبقەبندی شده هستند از رابطه (۲-۱۲) استفاده میکنیم . 


AF, jl آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو‎ ۹٤ 


ee -~ ۱ ] ۱ ۱ ۱‏ 
۱۱۶۸-۱۷۷۱۱۴۸ +(۱۱۵۲-۱۷۷۱۱۲۱+۱۱۶۰-۱۷۷۱)۱۰ وچ < وا رابت M.D‏ 
۵۶۰۱۱۲۰۱۱۷۱۶۷۱۲۰ ۱۱۷۶-۱۷۷۴۲۰۱ + 
۱ 


SEE 





)۱۴۲۰(- ۲ 


د ۳ -انحراف معیار :۱ 


سومین و مہمترین مشخصدای که برای ارزیابی پراکند گی مقاد یریک متغیر حول مور 
اک 2ار تحت سار بک در سامتلا el‏ مس وان اک sities‏ 
پراکند گی «age‏ عده‌ای از افراد برای رفع اشکالی که در عبارت( × - (x,‏ وجود داشت 
و در قالب رابطە (۲-۱۰) قبلا" بیان گردید » راه استفاده از قدر مطلق را اختیار نمودند و 
باامابه این را میانگیناتحرافات زا سوا یک سیھب راکد ی وفع مروت ابا خزود 
دیگری بەاین سئوال پاسخ د یگری دادند و آن مجذ ور تمودن همه جملات عبارت فوق بود . 
بد ین ترتیب‌این‌گروه ازعبارت' x-3)‏ ) × برای د ست یافتن به‌مشخصه‌ای د رمورد پراکند گی 
استفاد هنمودند .خاصیت این عبارت جدید آن است‌که ضمن رفع اشکال فوق‌الذکر انحرافات 
ee,‏ کم را ahaa‏ کوک از مقدار E‏ انا نه تا Wak‏ سی Shu‏ از 
مقدار واقعی و انحرافات خیلی زیادرا به‌مراتب بزرگتراز میزان واقعی نشان می‌د هد . مقصود 


از انحرافات بسیار کم انحرافاتی هستند که مقدارشان در داخل پرانتز بیان شده است . 


( ۱>انحراف بسیارکم > ۱-) 


واضح است که مجذ ور چنین اعدادی از خود آنہا همیشه کوچکتر است در سایر موارد بجز 
انحرافات ١ Jolu‏ که مجذ ورشان مساوی خود شان است بقیه مقاد یر انحراف » مجذورشان 
بزرگتر از خود شان می‌باشد . 

اا کارا al braces‏ اف اه سای میا سی سی از مار soap‏ 
انحرافات و جمع آنپا با یکدیگر آنہا را بر حجم نمونه تقسیم می‌نمایند تا بد ین‌ترتیسب 
میانگین مجذور انحرافات را به‌دست آورند . به‌مشخصه حاصله یعنی به‌میانگین مجذور 
انحرافات ءواریانس و به‌جذ رواریانس انحراف معیار گفته می‌شود . معمولا" انحراف‌معیار 
را (برای‌نمونه ) با حرف 5 وواریانس را بەدلیل آنکه مج۔ذور انحراف ستارزادہ ینا آ6 


تغاں‌میدھند . مقدار واریانس برای داد ه‌های طبقەبندی نشده از رابطه (۲-۱۳) وبسرای 





l - Standard Deviation 


فصل دو م - مشخصه‌های تمر کز وپراکندگی 40 


طبقەبندی شده از رابطه (۲-۱۴) بد ست میآید . البته این دو رابطه فقط برای محاسه 


واریانس نمونه هستند و برای واربانس جامعه باید از رایطه دیگری استفادہ شود . 





11 5 
برای داده‌های طبقه‌یندی نشده‎ s 5 =e Eaa (=r) 
yo hes ۲ yo -5 
برای‌داده‌ها ی طبقه‌یندی شده‎ 5 Say poy Fa (y—1¥) 


بها حتمال قویاکنون این سئوال در ذهن شما نقش بسته است که چرا در دو رابطه‌فوق 
gle,‏ استفاده از که حجم‌نموته است ذر سر کسر او( رب ظ ) انتفاده قده ا ؟گرچه 
دلیل اصلی این عمل د راین مقطع ازبحث قابل توضیح نیست و باید در فصول بعدی‌توضیح 
داده شود اما در اینجا نیز می‌توان یکی از دلایل این کار را مطرح نمود . 

همانطوری‌که قبلا" گفته شد روابط( ۲-۱۳) و (۴ ۲-۱) فقط برای محاسبه واریانس‌نمونه 
می‌باشند . معمولا" اگر بها طلاعات مربوط به‌جامعه اصلی د سترسی وجود داشته باشد میانگین 
جامعه را با ( ن )ء حجم جامعه را با( N‏ )و واریانس آنرا با و شان sols‏ و مقدار واریانسس 
جامعه از رابطه زیر محاسبه می‌گردد . 
i E : )٢-١۵(‏ 

Oo = Fil) Fi 

در بیشتر اوقاتا طلاعات موجود از جامعه اصلی نیستند یعنی‌مقادیر Xe N‏ ولا یرای 
جامعه اصلی در اختیار ما قرار ندارند بلکه اطلاعات در دسترس مربوط به‌یک نمونه‌می‌با شند 
و محقق می‌خواهد از طریق وارپانس این نمونه به‌واریانس جامعه اصلی د ست پاد , تجسربه 
نشان د اده است که اگر در روابط( ۲-۱۳ ) یا (۲-۱۴) از ۳ در مخرج کسر استفناده کنیم 
واریاتسهای نمونه‌ای‌که محاسبه می‌شوند به‌طورمتوسط از وارپانس جامعه اصلی مقداری‌کوچکتر 
هستند و اگر بجای ‏ در مخرج کسر از (۱- (n‏ استفاده شود واریانس نمونه احتسابی کسی 
بزرگ شده و به واربانس جامعه نزد یکتر می شود به‌طوری که می‌توان آن را به‌عنوان تخمینی 
از واریانس جامعه پذیرفت . به‌عنوان مثال اگر از رابطه ( ۲-۱۵ )واریانس یک‌جامعه o‏ عضوی 
را معادل ۲ محاسبه کنیم و سپس از این جامعه تعدادی نمونه ۵ تاګی اخد تموده و واریانسس 
هریک از این نمونه‌ها را بر مبنای روابط(۲-۱۳) یا ( ۲-۱۴) که در مخرج آتپا( (n‏ قرار 


داشته ath‏ محاسبه کنیم در بیشتر موارد مقدار واریانس کمتراز ۲ و مثلا" حدود ۶/ (بەد ست 


7 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


می آید کەاگر بجای ( 1 )از (1- ۸ )در مخرج‌استفاده می شد این عدد به ۲ بسیار نسزدیکتر 
بوده ومی‌توانست‌به‌عنوان واریانس جامعه مورداستفا د ه‌قرارگیرد .به‌دلیل‌همیناسنفا دهاز Ta)‏ 
به‌جای 7 در دو رابطه فوق واریانس نمونه بهد ست آمده را واریانس بدون انحراف یا بد ون 
تورش می‌نامند که البته گاهی از این مفهوم با عناوین ناتور و نا اریب نیز پاد شده است . 
با انجام عطیاتی برروی روایط( ۲-۱۳ ) و (۲-۱۴) می‌توان روابط جدیدی را برای 
و oe‏ ورد که در عمل محاسبه واریانس را a‏ تر می‌نماییند . برای‌نمونه 
ین عملیات بر روی رابطه ( ۲-۱۳ ) انجام می‌شود . 


- ٦ 
£ oc -ye Fak ) = (= بے کت با‎ ae 
1-1 2 بل‎ 11-۱ 








0 
ne} 





مید انیم که مقدار × از رابطه زیر بسدست میآ ید 


هه رت 
Ee‏ کہ جات 
n‏ 


می‌توان در جمله آ خر از جملات فوق به‌جای × معادل آن را قرار داد . 





y 
TE ۲ د۴‎ j (Ix) | 
کا وت‎ [zx ۲ n nY 
۳۲ 
۱ 2701 ( = Oy ۳ (2 x9] Scots | ex 2 Cx) 1 
nlf n n j < n | 


شکل نہائی این رابطه بصورت زیر خواهد بود . واضح است که این رابطه برای داده‌های 
طبقه‌بندی تشد ه می‌باشد . 


3 E 
و‎ 22 - 6) . 
3 ۔‎ 2x کا‎ e TE یت ا ا‎ 


23-1 n(n-1} n(n-¥) 


(Y—1F) 


با عملیات مشابهی برای داده‌های طبقه‌بندی‌شده نیز می‌توان‌رابطه زیررا برای‌محاسبه 
واریانس بدست آورد . 
ia h y )۲-۰۱۷(‏ 


بر 2) 

n LF 

ie Pix i (Zii‏ ے آ8 
en‏ 





فصل دوم - مشخصه‌های تمر کزو پرا کند گی qy‏ 


مثال ۱۸ - ٢‏ : مقدار انحراف معیار را در موارد زیر حساب کنید 
الف مشاهدات نمونه مقادیر (۲۰۳۰۴۰۵۰۵۰۱۱) را داشته باشند . 
ب - مشاهدات بند الف مربوط به‌یک جامعه ۶ نفری باشند . 
ج مقاد یر مشاهده شده از نمونه مطابق جد ول (۵ -۲) باشند . 
آید. ۱ 
الف از زابطه (۲-۱۳) استفاده‌مي‌کنيم . در مثال (۲-۱۷) مقدار میانگین (۵ = ± )بسد 


آمد . 


=Y 
۲ از‎ ES )۲-۵( + (FES erata 
n 


۵ 7 وہ ات 
٩ +۳۲ +۱ + ۶ ۵۰‏ _ ۲ 
جو مو ۵ 35 

=F‏ مت 


با » چون در اپنجا فرض شده است اطلاعات ay‏ الف از جامعه اصلی اخذ شد ها ند ان 
این از رابطه (۵ ۲-۵ ) باید استفاده نمود . بازهم میانگین (۵ = لا ) می‌باشد . 


= A/T 





۲ ۵۰ 
Ya eg 
S = ۹٩ 


ج اطلاعات مربوط به‌نمونه و طبقه‌بندی شده هستندلذا از رابطه ( ۲-۱۴ ) استفاده 
می‌کنيم . برای کمک به‌حل این بند از پاسخ ay‏ ب مثال (۲-۱۷) می‌توانیم استفاد هکنیم ; 





-H x (e, #) F, = meat jaar he eee + )۲۰۰-۱۷۷( ۳ 
|] [دی‎ tv) + (avin) + aller) + Cater) + Glas « Gal )۱۶( + )۲۳( ne wT 
Bi ۲ 
S جو‎ 
5 > ۱ 


برای بەد ست" وردن تقریبی مقدارواریانس راه‌غیرمستقیمی نیزوجوددارد و آن‌استفاده 


از قضيه ریاضی دان روسی چبیعف' است . 


l - Chebysheves, Theorem 








۹۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


قضيه چبیشف 


مصداق اصلی‌این قضیه بیشتر توزیعہای فراوانی‌زنگی شکل یا نرمال هستند اما در سایر 
توزیعہا نیز کم و بیش صادق می‌باشد . l‏ 
قضيه : ۵ -٢-‏ اعتمال اینکە هریک از مقادیر یک متغیر تصادفی مثل x)‏ )به‌اندازه K‏ 
برابر انحراف معیار از میانگین alobi‏ داشته باشند از رایطه زیر بەد ست میآید . 
(۱۸-) 


plu keskan] و‎ ۱- 2 


بد ین‌ترتیب براساس این رابطه حداقل ون ۷احتمال دارد که مقادیر × حداکثر به‌میزان دو 
برابر انحراف‌معیار (۲- (K‏ ( ۲6 )با میانگین فاصله داشنه‌باشند . اگر خاطرتان باشد قبلا" 
گفتیم که منهوم احتمال بەزبان فراوانی همان فراوانی نسبی می‌باشد یعنی در هر توزیسع 
فراوانی و به‌خصوص توزیع زنگی شکل و نرمال حداقل از مشاهدات در فاصله دو انصراف 
از میانگین قرار می‌گیرند . قضیه فوق برای هر توزیع فراوانی اعم از آنکه مربوط به نمونه و 
یا جامعه Golo ath‏ است . 
مثال ۱۹ - ۲: تابت‌کنیدکه حداقل jig‏ مشاهدات در بندج مثال ۲-۱۸ درفاصلمد وانحراف 
از میانگین قرار دارند . 
پاسخ : در آن متال حجمنمونهه 2۲۰ بود و بنابراین oel E‏ مقداریعنی ۱۵۰ مقدارمتفیر 
تصادفی می‌باید در فاصله (۲5 2:2 ) باشند . داریم . 

X+ YS -۱۷۷+۲ )۹/۱(2 ۲ 

X -YS -۱۷۷-۲ )۹/۱( 2 ۸‏ 
بنابراین ۱۵۰ تا از مشاهدات باید در فاصله (۱۵۸/۸>:۲>۱۹۵/۲) باشند., با نگاهی 
به‌جدول ( ۲-۵ ) می‌توان فہمید که حدود ۱۹۴ مشاهد ه در فاصله فوق قرار دارند , 
مثال ٢٢‏ ۔۔ ۲ : با استفاد ماز قضیه چبی‌شف مقدار تقریبی اتحراف‌معیار را برای مثال (۲-۵) 
پیدا کنید . 
پاسخ : پراساس این قضید تعدادی از مشاهدات که در فاصله مثلا" (K =f)‏ برایر انحراف 
معیار یعنی Stam‏ فاصله آنها تا میانگین 5 ۳ می‌باشد به‌صورت زیر محاسبه می‌شود . 


% ۸۹۰۔ = یپ -۱ < | ۲۵ 2-۲5۵2 pl‏ 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپرا کند گی ۹۹ 


که اگر این احتمال را در تعداد کل مشاهدات ضرب کنیم تعداد مشاهدات مورد بحث‌بد ست 
مي‌آید . 

mde f = ۸۰‏ ۲۰۰ 
یعنی حداکثر ء فقط yo‏ تا از مشاهدات مي‌توانند فاصلم‌ای بیش از ( 5 ۳) با میانگین داشته 
باشند .اگر به‌جای ۲۰ عدد ۱۶ را اختبار کنیم ملاحظه می‌شود که ۱۸۴ مشاهده در فاصله‌زیر 
قرار می‌گیرند . 

<X > ۶‏ 1۵۶ 
حال اگر جملات رابطه چبی‌ثف را با عبارت فوق Jolu‏ قرار د هيم مقدار انحراف معیار 


. بست میاید‎ Sy 


lafos <x >۶‏ )ج + X <(x‏ مروم۔ (Z‏ | 
یعنی داریم . 
۶ < (۲5 + ) 
قبلا" مقدار میانگین (۱۷۷- Z‏ ) محاسبه گردید . 
S ۶‏ ۲+ ۱۷۷ 


۲ و‎ 2 AF - ۷ 


۲ 5 ph 


و در نتیجه مقدار انحراف معیار بەصورت تقریبی بهد ست aga‏ وف 


البته همانطور که مشاهده شد مقدار واریانس و یا انحراف معیار که از این طریق‌بد ست 
بی اید تقریی بزده ومک است با انحراف متیار ly‏ اعتلاف زیا نی tle‏ بافت: آمااز 
آنجا که مقدار واریانس و اتحراف معیار هرچه کوچکتر باشد معمولا" مطلوب تر بود هو از توزیع 
عاد لانه‌تری حکایت‌می‌کند همین‌قدر که از قضبه چبی‌شف می‌توان حداقل‌مقدارانحراف معیار 
را بسدست آورد می توائد کمک بسیار بزرگی برای آمارگر محسوب گردد . 

موضوعات اصلی مربوط به‌فصل دوم در همین جا plas‏ می‌شوند اما قبل از آنکه پایان 
این فصل اعلام گردد لازم است در مورد دو نکته که می‌توانند به‌عنوان میحث کمکی و يا 
حتی مکمل مباحث این فصل تلقی گردند توضیحاتی داده شود . اولین تکته » مربتط کردن 
مباحت این فصل با میحث احتمالات و مخصوصا" محاسه‌میانگمند رمیاردیا ست‌کنه‌جای‌فراوانی 


7 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


مطلق یا نسبی »احتمال‌حوادثبه‌عنوان اطلاعات‌داده می‌شوند .به‌چنین میانگینیا صطلا حا" 
امید ریاضی گفته می‌شود . د ومین نکته چگونگی ساده کردن اطلاعات طبقه‌بندی شده برای 


محاسبه ساد ەتر مشخصه‌هاتی است که در این فصل از نہا صحبت به‌میان آ مد 


ھ ‏ محاسبه مشخصه ها با استفاده از احتمال حوادت 


درمیاحث قبلی‌گفته شد که مقدار احتمال یک حادثه بافراوانی نسبی آن‌برابرمي‌باشد 
به‌عبارت دیگر احتمال ST‏ متغیر تصادفی X‏ در هریک از ۸ طبقه یک جدول‌توزیع فراوانی 
مقدار خود را اختیار کد با فراواتی سی آن طبقه شاوی بوده و اکر این فراواتق oot‏ را 
در اختیار داشته pet L‏ د ر واقع احتمال آن حادثه دراختیار ما می‌باشد 





بی مر سیردا اھ iit cul Wiel‏ اسر تسا 
را مجددا" مرور کنیم خواھیم دید که در بسیاری از این روابط عبارت [ ف ابه‌کار aby‏ 
است , از آنجا که در بسیاری ازموارد بسجای جداول‌توزیع فراوانی مربوط به‌یک‌متعیرجد اول 
نوزیع احتمال آن متفیر و به‌عبارت بہتر احتمالات مربوط به‌آن متفیر به‌عنوان اطلاعسات ؛ 
در اختیار محقق قرار می‌گیرد او به‌راحتی می‌تواند به‌جای عبارت )در هریک از این 
روابط Pi‏ را قرار داده و مشخصه مربوطه را حساپ کند . i‏ 

د ر بین مشخصه‌های مختلف تمرکز و پراکندگی د و پارامتر میانگین و انحراف معیار ( یا 
واریانس) از اهمیت بیشتری برخوردار هستند , به‌همین دلیل روابط مربوط به‌محاسیه‌ایند و 
مشخصه با استفاده از مقادیر احتمالات ذيلا" آورده می‌شوند , 

ابتدا در مورد میانگین صحبت می‌کنیم . چنانکه قبلا" گفته شد وفتی میانگین‌براساس 
احتمالات مربوط به‌یک حادثه محاسبه می‌شود نام آن تغییر نموده و از آن با عنوان میانگین 
مورد انتظار یا امید ریاضی! یاد می‌شود علت این تغییر نام این است که در مواردی که 
جد ول توزیع فراوانی‌برای مقاد یر یک متفیر داده می‌شود در وافع از حادثه‌ای صحبت می شود 
تفای اھا تا و نامای ما کین لتاق معا هد دی سررت PEE E‏ ی د P‏ 
وقتی‌کها حنما لات مربوط به‌یک‌حاد نهد اد می‌شوند میانگین| حتسابی‌به‌هیج وجه قطعیت نخواهد 
داشت . به‌عنوان مثال وقتی به‌شما می‌گویند میانگین اعداد مشاهده شده در n‏ بار پرتاب 
یک تاس همتراز را پیدا کنید درصورتی که n‏ عددبسیار بزرگی‌باشد »مسلما" با خود می‌گویبد 





1 - Expected Valve 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپرا کند گی ۱۰۱ 


مساوی است Bp jal‏ میانگین اعداد مشاهده شده مقدار زیر ر خواهد داشت . 
z 1+۲+۳ +۲ +3 +۶‏ 


Se eS 


کا ی Viole oii‏ انیت hie‏ جرد الم بار 
آزمایش میانگین اعداد مشاهده oat‏ معادل ۳/۵ خواهد بود . سلما" خیرء زیرا اگر چسه 
احتمال وقوع چنین میانگینی بسیار زياد است اما احتمال بسیار کمی نیز وجود دارد که این 
حادنه واقع نشود . به‌همین دلیل در اینجا می‌گویند میانگین مورد انتظار و یا امید ریاضی 
حادثه فوق برابر۳/۵ است اگر چه ممکن است در عمل خلاف این‌امر اتفاق بیفتد . 


این پارامتر با 7( × ) ع] نشان داده‌شده و همانطورکه‌قبلا" گفته شد با فراردادن Py‏ 


F: 
روش کلی محاسبه آن‎ )٢-+ ) مربوط به‌محاسبه میانگین یعنی رابطه‎ abil, مش در‎ glee, 


(y—14) 


واضح است که در رابطه (۲-۱۹) به‌جای حرف hh‏ می‌توان از هرحرف دیگری از قبیسل 


و و غیره نیز استفاده نمود . 


زیر که به‌جدول توزیع احتمال معروف است مشخص شدهاند از این جامعه می‌خواهیم فردی‌را 


انتخاب کنیم . امید ریاضی را برای این حادثه تعیین کنید . 





sey‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


پاسخ : از رابطه (۲-۱۹) استفاده می‌کنیم . 
Hece cee ee eter ee (a f/f)‏ ۲ ا ۴۰۰ + E(X)= Ex.P = Voces (efi)‏ 
i Xx;‏ 
E ( X )= Asser‏ 
نکته مهمی که در اینجا بايد ذکر شود این است که وقتی مشخصه‌های آماری بر اساس 
| حتمالات مربوط به‌حوادث محاسبه می‌شوند طبیعنا" احتمالات‌داده شد ه al‏ مربوطبه‌جامعه 
اصلی ath‏ و دیگر صحبتی از نمونه نیست زیرا اگر نمونه‌گیری انجام ost‏ باشد Glee,‏ 
فا که سور ies bly alee‏ کت دارم سای مغ بت اتی ارات 
خواصی است‌که دانستن آنہا درعملیات آماری کمک مهمی بهآمارگر می‌نماید .اکنون تعدادی 
از این خواص ذکر می‌شوند . 
خواص امید ریاضی را در قالب چند قضیه به‌صورت زیر بیان می‌کنیم ۰ 
قضیه : ۲۶ . اگر 2 و b‏ مقادیری cel‏ باشند داریم 
E(aX +b) = aE(X)+b (Y—Yo)‏ 
نتیجتا" اگر داشته باشیم )= (a‏ خواهیم داشت . 
E(b)=b )۲-۲۱(‏ 
و اگر( (b=.‏ باشد داریم : 
E(ax) = aE(x) )۲ -۲۲(‏ 


قضیه ¦ ۲-۷: اگر ( × ) ع و( ×  )‏ توابعی از متغیر تصادفی ( X‏ ) باشند داریم : 


2 و‎ (۶۱00 | = El sa) | + E | دوه‎ | )۲ -۲۲( 


مثال ۲۲ - ۲: مقدار مصرف افراد یک جامعه(:() وو مقدار سرمایه‌گذاری همین افراد(1) h‏ 
پر اساس دو رایطه زیر از مقدار درآمد آنان تبعیت می‌کند , اگر جد ول توزیع احتمال درآ مد 
این افراد مطابق جدول مثال (۲-۲۱) باشد و بخواهیم یک نفر را به‌طور تصادفی از این 
جامعه انتخاب کنیم اميد ریاضی مصرف و سرمایه‌گذاری یرای این فرد را حاب کنید . 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپرا کند گی 


jae IC =plx)at-eor + ۰/۷ (x ) 


۶ 
3 
3 
4 
۱ 
1 


h(x Ja ۱۰۰۰ + ۰/۲) x ) 


پاسخ : از رابطه ( ۲-۲۳ ) باید استفاده نمود . 
E [h&)] =?‏ + [(و] E‏ =] (عطبرمو] E‏ 


باید دو پارامتر طرف راست معادله را جدا جدا محاسبه کرده و سپس با یکد یگر جعع نمود , 


E [g00] szg; ,  ]800( [2 ENP, 
روشن است که برای محاسبه این دو پارامتر باید مقادیر( × ) و و( د) وزرا داشته‌باشیم »لذا‎ 
. براساس توابع موجود این مقادیر را حساب می‌کنیم‎ 
y= ۰ 


g(x) = ۱۰۰۰ + ۰/۷]۳۰۰۰۰( = ۰‏ ره 


Bere‏ = (۰/۲)۲۰۰۰۰ + جر ) ط 


بەھمین ترتیب شایر مقا د یررا حضاب‌تموده درجدول نوزیع احتمال‌به‌صورت زیر قرارمی‌د هيم 





حال می‌توان مقادیر دو پارامتر [ (×) ع ] LE [h(x] , E‏ از جد ول فوق‌محاسبعمود . 


E[ g(x) Jo ۲۲۰۰۰)۰/۱( + ۲۹۰۰۰)۰/۲( + ۳۶۰۰۰)۰/۴( + ۲۳۰۰۰۸۰/۲( 


+ ۵۰۰۰۰)۰/۱( E [e(x) ]= ۰ 


به‌همبن ترتبب پارامتر دیگر مقدار زیر را خواهد داشت , 


آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


E[ h(x) ]= کا‎ 
: و نہایتا خواهیم داشت‎ 
E ] g(X)+h(X)] =E ] ((ت ع‎ +E ] h(x] = ۲۵۰۰۰ + ٩۰۰۰ = FF... 


تضیه r‏ ب٢‏ اکر ۷ و ۷ دو متفیرتصادفی باشند داریم 


E(xty) = E(X)+E(yY) ]۲-۲۴( 


قضیه : ۲-۹ . اگر ۶ و ۷ دو متفیرتصادفی‌مستقل مثل قدافرا دو رنگ پوست‌آنها باشند 
داریم ۰ 


ECxY) = EQOE(Y) (y- ۲۵( 


2- ۲- واریانس 

قبلا" گفته شد که وقتی اطلاعات اولیه براساس احتما لات مریوط به‌هریک‌ازمقاد یر متغیر 
تصادفی داده‌می‌شوند غالبا" این‌اطلاعات مربوط به‌جامعه‌می‌باشند .در چنین مواردی‌طبیعی 
است که واریانس و انحراف معیاری هم که محاسبه می‌شود مربوط به‌جامعه خواهد بود و لذا 
برای محاسبه واریانس درچنین مواردی باید دررابطه (۲-۱۵) که‌مربوط به محاسبه واریانس 
جامعه است اصلاحاتی انجام ols aalo‏ را مورد sole!‏ قرار داد "SL A‏ این رابطه را 
h‏ 
5 ۱ ۲ 


O = 


روم ار وس سر زو 
Py‏ رحا = ehh? N‏ رط Yé seq?‏ 


اگر فرض کنیم ریا = th X-u)‏ می‌توان عبارت آخر جمله فوق را به‌صورت‌زیرنوشت . 


مہہ 


y_R Y ۲ 
رده‎ (x Py = Ey, = EOD = E(X-) 


اما گفتیم که وقتی اطلاعات براساس احتمالات حوادت داده می‌شوند باید به‌جای میانگین 
اميد tkj‏ میانگین مورد انتظار را قرار داد یعنی چون [ u =E(x)‏ ]میباشد آخرین 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکند گی ۵ 


E(x-u) ‘= E [x-E(%]Î 


ذر خی خواهیم اكا 


o = E[x-EX)]Î )۲-۲۶( 


به‌وسیله عملیات زیرمی‌توان پراساس رابطه فوق »رابطه د یگری را نیز برای محاسبه واریانس 
بەد ست آورد ۰ 


= E[X-E (x) اج[‎ OT EaD- eo] EEO] 


چون(() ع عد د ثابتی است داریم . 
E[E(X)]' = [Ex]‏ 


در نتیجه دنباله عملیات به‌فرار زیر است . 


EON‏ [ مشاہ راوتا 
(XÎ) = [eco] (Y— YY)‏ جع آه 
مثال yy‏ ۲ . مقدار انحراف معیار را برای مثال ( ۲-۲۱ ) محاسبه نمایید , 
پاسخ : استفاده‌از رابطه ( ۲-۲۶ )برای حل‌این مثال‌مناسب‌تراست و لذا آن‌را مورد استفاده 


. قرار می‌د هيم‎ 
اي‎ E[X-E(X) S Z[X, -E(X) JÎ Pa 
(az Acco ی‎ )۲۰/٢۱+).(؟)۰۸۴(+‎ 
(Ere deee JYJY dee GTS) 
E ۴ء 6 و‎ 


واریانس دارای خواصی است که چون با استفادہ از قوانین امید ریاضی این‌خواص 
راحت‌تر قابل اثبات هسنند در مباحث قبلی مورد بحث قرار نگرفتند . 


۱۰1 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز رگانی 


خواص ریا ضی مہم واریانس 
این خواص نیز همچون خواص مہم امید ریاضی در قالب چند قضیه بیان می‌شوند . 


قضیه: ۰ ۲-۱ . اگر × متغیر تصادفی Dg‏ مقدار ثابت باشد داریم : 


۲ ۲ ۲ 
= = ۲ 
0 (X+b) O ۷ 0 ( YA) 


قضیه : ۲-۱۱ . اگر × متغیر تصادفی و 3 مقداری ثابت sth‏ داریم : 


۲ SE 2 رہ‎ 
6 ہری‎ 7 2 Fad )٢-۲۹( 
ell 
o` = E[aXx-E(aX)]* = E[aX-aE(x)] = 
(aX) 
B{a -va'e 00-a ۲۶001 
aE[X-YxE(X) [+ [E(X)]* = ]8اه‎ (۲ = a" oF 
. قضیه : ۲-۱۲. اگر × و ۷ دو متفیر تصادفی مستقل باشند داریم‎ 
۲ ۔‎ ee: S 
O (x+y) ۷ )۲-۳۰( 
اتبات‎ 
o` sE[(X+Y) -E(X+Y) ] =E[X+Y-EX-EY]" -E $ ومع‎ [YEO Tf = 
(X+Y) 7 ‘ 1 i i 


E f [x-200]"+fy-207 J eeo ive] 


5 =E[X-E(Xx) [۶۲۲۲-۲0 ]'+ve[x-E(x) ][Y-E(Y) ] 


دوعبارت اول جمله فوق ' 


j i ۲‏ 
Oy‏ و Oy‏ می‌باشند و ذیلا" ثابت می‌شود که عبارت سوم نیزمساوی 


. صفر است‎ 
E[X-E(X) [] ۲-5 )۷( J=ELXY-YE(X) -XE(Y) +E (XJE(Y) ] = 


E (XY) -EYEX-EXEY+E[E(X)E(Y) ] =0 


صفرشدن مقدار عبارت آخر سطر بالا براساس قضیه (۲-۹) صورت گرفت , بنایراین داریم . 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز وپراکند گی ۱۰۷ 


ae‏ ان 
(X+Y) x Oy‏ 


o +0‏ = 2 
(X-Y) X Y‏ 
j A ۰ 5۹ 7‏ ۲ ۲ = ۲ 
اثبات : براساس قضیه (۲-۱۲) می‌توان نوشت . yy‏ ا پت وک 
os Lot‏ دا ۲ Yy‏ ۲ 
براساس‌قضیه ( ۲-۱۱ ) رہم = f-‏ = 
oy Gy‏ ( 6 
و در نتیجه قضیه (۲-۱۳) اثبات می‌شود , 
۲ 


۲ 
O =‏ 
۷ ۰ (۲-۷) 
بد ین ثرتیب ley‏ خرین مبحث فصلد وم 2 یعنی مبحث‌ساده‌کردن اطلاعات جهت محاسبه 


پارامترها و مشخصه‌ها می رسیم . 


و - محاسبه مشخصه‌ها از طریق ساده کردن داده‌ها 

بحت موضوع این بند را در دو فسعت ساده کردن داده‌ها و محاسبه مشخصه‌ها توضیح 
مید هشیم ۰ 
و - ۱ ساده‌کردن داده‌ها 

در بسیاری از موارد a>‏ اول توز بیع فراوانی داده شده دارای ارقام بسیار بزرگی‌هستند 
به‌طوری که‌محاسبه مشخصه‌ها براساس این‌داده‌ها بسیار دشوارخواهد بود . در چنین‌مواقعی 
سس را که دارای مقادیر بزرگ مي‌باشند براساس رابطه زیر به لا که مقادیر بسیار کوچکی 
دارد تبدیل نموده و مشخصه را براساس این مقادیرکوچک محاسبه‌می‌نمایند و سپس با انجام 


عملیاتی پبرروی مقاد یر محاسبه شده مشخصه‌ها » مقدار اصلی آنہا ر بەد ست میآ ورند ` 


در این رابطه 2 مرکز یا علامت یکی از طبفات می‌یاشد که معمولا" سعسی می‌شسود از 


۱۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


طبقات وسطی مقدار آن انتخاب شود و > عرض هریک از طبقات می‌باشد . 

مثال ۲۴ ۲ : اطلاعات مربوط به‌مثال (۵- (y‏ را که در جدول (۵ ۔۔ ۲) آمده‌اند از طریق 
رابطه فوق ساده کنید . 

پاسخ : مقدار a‏ را از طبقه چهارم انتخاب می‌کنیم یعنی داریم ANNE‏ 


۱۲۸-۵۶ U, = ۱۵۲۰۷۶ 


۱۵۶-۰۷۳ ۰ 0 23۶ھ‎ ex” 


۲ ۸ 


-Y 


۱۶۲-۷۲ 


۱۷ ۲-۰ 
۱۸۰۰۸ 
۱۸۸-۶ 


۱۹۶-۳ . : U = ۲۰۰-۷۶ یا‎ 





و — ۲ محاسبه مشخصەھا 


ازیین مشخصه‌های‌مختلف تمرکز و پراکندگی دومشخصہ مهمتر بعنی‌میانگین و واریانس 
را از این طریق محاسیه می‌کنیم . 
cael,‏ ان ابوا یار اکا ایو ریش از طریی رایمه هداز 
× را بەد ست می‌آوريم . 
a‏ + لام 


اثبات رابطه فوق بسیار ساده أ ست r‏ می‌دانیم که U‏ مساوی مقدار زیر است ۰ 


لی به‌عنوان یک عددثابت مي‌تواند از داخل سبکما بیرون آمده و عملیات به‌صورت زیرادامه 


فصل دوم - مشخصه‌های تمر کز و پراکند گی ۱۰۹ 





= } : \ ۱ 

= — ۲ وس .F,-aF. j=‏ مت ہے Cee‏ اش بے 
| فو تہ < ae _ ne 2 (x5F; are) nc‏ و U = ne‏ 
قٰی۔ے - ± ے a‏ £ ے 38 dtz‏ 
c ne c c c‏ 


: خواهیم داشت‎ "Lelie و‎ 
X = cU+a 


به‌همین ترتیب برای محاسبه ",8 ابتدا s‏ را محاسبەنعودہ و سپس آنرا براساس رابطه 


y 
. زیر به 5 تبد یل می‌کنیم‎ 


اثبات رابطه فوق بسیار ساده و به‌صورت زیر است . 


۱ ۲ 
سے‎ (x-a)]= 7 S-a) 


از قضیه (۰ ۲-۱ ) داریم : 


مثال ۲۵- ۲. با استفاده از اطلاعات ساده oat‏ مخال قبل ميانگین و انحراف معیار iia‏ 
تصادفی × را محاسبه کنید . 


a 


پاسخ : ایتدا میانگین ا را محاسبه نموده و سپس آنرا به کے تبدیل می‌کنیم . 


7 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 





- jh 2 ۲ 

-Lf  ۲)-۳(+۱۰)-۲(+۴۸)-۱(+۶۴ ۰ : ۱ 

Û ہے‎ SUF, )-۲( (+۴ ۸)-۱(+۶۴۲ )۰(+۱۵ )۱(+۱۶ )۲(+۴)۳( = 
-ه۲؟ ۶ہ‎ FA + ۵۶+ ۲۲ + ۴ -V ۳ 
Tes Toe 
XecU+a = ۸/۰/۱۳(+۱۷۶ = ۱۷۷/۴ = ۷ 

۲ 

حال ی5 را محاسبه نموده و سپس آن را به 1 تبدیل می‌کنیم . 
۲ ۱ 2 
قشاع E‏ وراد یم و گے او 
u 1 1 i ۱۹۹‏ 


(i-e ari ۴۸+) .-/۱۳(۶۴ +۱۱-۰/۱۳(۲ ۵۶+)۲-۰/۱۳(۲۱۶+)۲-۰/۱۳(۴ 
۲ 
Ae Sises =a O/T) = ۶۴)۱/۳( ۰۸۲ g ۱ 
X u x 


جوابپای مزپور با جوایپای دو مثال ) 5( و (t-1A)‏ که Lely‏ نیز مقادیر همین د و 


EE e‏ فصل دوم 


۱ - قضایای ( ۲-۲(۰)۲-۱) ۰ (۲-۴) ۰ (YF)‏ ۰ (۲-۷) و نیز رابطه" (۰ ۲-۱/) را 

, کنید‎ cob )و (۲-۹) و نیز رابطه (۲-۱۷) را‎ ٢ ( فضایای‎ y 

Y‏ — مجموعه مشاهدات از وزن Fo‏ دانشجوی پسر یک دانشگاه که به‌ترتیب صعودی و 
از چپ به‌راست مرتب شدفاند از این قرار است , (ارقام برحسب پوند هستند ) 
foc ۲‏ ۰ ۰ ۰۱۳۵۰۱۳۶۰۱۳۸۰۱۳۸ ۲۰۱۳۵۰۱۳۵ ۱۲۵۰۱۲۶۰۱۲۸۰۱۳ ۰۱۱۹۰ 
۱۴۸۰۱۴٩۰۱۵۰۰۱۵۰۰ ۵ ۲‏ ۱۴۶۰۱۴۶۰۱۴۷۰۱۴۷۰ ۱۴۴۰۱۴۴۰۱۴۵۰۱۴۵۰ ۲۰ ۱۴ 
AVE‏ ۰۱۶۸ ۰۱۶۱۰۱۶۳۰۱۶۳۰۱۶۵ ۰۱۵۴۰۱۵۶۰۱۵۷۰۱۵۸ ۰۱۵۲ 
الف با استفاده از ارقام اصلی میانه را ندا نی , 
ب . با استفاده از جدول توزیع فراوانی که فاصله طبقات ان ٩‏ بوده و از عدد ۱۱۸ شروع 
می‌شود میانه را پیدا کنید . 

مز ل ایی کر مت 0 فور زیر آسنت Is‏ رزیت مرا کین as lw‏ وتا 


برای این صفت , 
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۵ - میانگین حسابی مقدار × در جامعه ذیل را پیدا کنید , 
۳ء۸ ۱۴۰۸۰۱۳۰۱۴۰۵۰۴ ۰۵۰۲۰۸۰۶۰۵ ۵۰۳۰۶۰۵۰۴ 

| ۶ فروش روزانه چہار فروشنده عبارتست از ( ۵۰۰٥٥۰۶۰۰٥۰۶۵۰۰۰ ۰٥٥٥‏ ) ریال 
الف — میانگین حسابی فروش آنہا را محاسبه کنید . 
ب LT‏ این میانگین مشخصەای مناسب برای تمرکز فروش آنہا می‌باشد ؟ 

Y‏ نمرات د انشجویی در شش امتحان ۷۰۸۰۱۸۷ ۱ ۸۴۰۹۱۰۷۲۰۶۸ می‌باشد e‏ میانسه 
نعرات را پیدا کین 

A‏ درجامعه‌ای جد ول توزیع فراوانی‌صفت × بەصورت زیر است ,مطلوبست واریانس 


و انحراف معیار این توزیع . 





۹ - جدول زیر نشان د هنده نمرات آزمایش هوش ۴۸۰ دانش آموز یک‌مد رسه‌ابتدایی 


اع Sol‏ یکی و انیا سراف سار اس یراک اب کت 












۷۲۰۷۴۲ ۷۸.۸۲ ۸۶,۹۰۰۹۴ ۰3۹۸۰۱۰۲۰۱۰۶ ۱۱۰۰۱۱۳ ۱۱۸ ۲ 





۴ 3 ۱۶ ۱۲۸۰۱۳۵۰۶۶ ۰۸۵ YY. OF ۰۲۸۰ TY ۰۱۸ ۰۱۱ ۰ ۴ 


. برای توزیع احتمال ذیل میانگین و واریانس را تعیین کنید‎ jo 


فصل دوم - مشخهه‌های تمر کز وپراکندگی ۱۱۳ 





۱-برای شخصی در یک معامله ۶۰4 احتمال یک سود ه ۳۰ ریالی و ۴۰۶ احتمال‌یک 
زیان ۱۰۰ ریالی وجود دارد , امید رباضی اورا برای این سود و زیان تعیین کنید , 

۲ - در کیسه‌ای۲ توپ سفیدو ۳ توپ سیاه وجوددارد افراد ۸و ٹا و 6 و0 به‌ترتیبی 
که نام برده‌شدند هریگ توپی‌را بدون جایگذاری از این کېسه خارج می‌کنند . به‌اولین‌فردی 
که توپ سفید را از کیسه خارج کند po‏ تومان جایزه داده می‌شود . امید ریاضی هریک ازآنها 
را برای دریافت جایزه ۱۰ تومانی تعمین کنید . 

yy‏ متوسط‌انحرافات را برای داده‌های جدول زیر پیدا کنید . در صورتی کے 


2-۳۲۵ 2 باشد . 





۴ - جدول ذبل توزیم فراوانی دستمزد ساعتی ۶۵ نفر از کارکتان یک کارخانه را 
برحسب تومان نشان می‌د هد . تعیین کنید ؛ 


الف ۰ حد پائین رده ششم ب : حد GIL‏ رده چهارم 













ج : وسط رده سوم 3 : حد SIL‏ رده پنجم 1 
73 0 اف اءا: 7 i` i+)‏ 
وسعت رده پنجم و . کراواتی رده سوم ٠۰-۹‏ 
ز : فراوانی نسبی رده سوم 5 ۰۰۰-2 
ح : رده‌ای که پیشترین فراوانی را دارد . ۰/۰۰۹ 
ط: د رصد کارکنانی که کمترازه ۸ تومان ۰۰۰-٩۹ Js‏ 
ساعت می‌گیرند . E‏ 
۱ ۹ ۱۰۰/۰۰ ۵ 
ی : درصد کارکنانی که از صدتومان کمتر ولی ۱۱۰/۰۰۹ ۲ 





حداقل ۶۰ تومان د ستمزد می‌گیرند . 
یا : توزیع فراوانی نسبی برای هر طبقه 
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یب : هیستوگرام فراوانی مطلق و نسبی (د رصد ) 

یج توزیع فراوانی تجععی + توزیع تجمعی د رصد نسبی ء نمودار فراوانی تجمعی و نسودار 
تجمعی د رصد را نشان د هید . 

ید : جدول نوز یع فراوانی تجمعی " یا بیشتر " و نمودار توز یع فراوانی تجمعی " یا بیشتر " 
را نشان د هید .مقصود فراوانی تجمعی‌است که مثلا" بگوید ۷ نفر بیش از Yoo‏ تومان‌د ستمزد 
دریافت می‌کنند ۰ 

به ۰ میانگین و میانه دستمزد کارکنان فوق را محاسبه نموده و انحراف معیارتوزیع د ستمزدها 
را از طریق جذر واریانس محاسبه کنید . 


پاسخ مسائل فرد فصل دوم 


Y=) قضیه‎ - ١ 


x =x 
2 ) 479) z= ۴ ولا کے‎ 


اثبات - طرف اول را بسط داده و سپس د سته‌بندی می‌کنیم . 


قضیه ۲۲ . اگر Y‏ عدد خابتی باشد . داریم ؛ 
Z ¥.=ny‏ 
یمک 


اثبات - طرف اول را بسط می‌د هيم . چون همه Y‏ ها pal‏ برابرند داریم . 


قضیه ۲-۴ , اگر > sac‏ ثابتی ath‏ داریم : 


. 26 DX. 
Lex > x; 


ائبات - طرف اول را بسط داده و از عدد ثابت فاکتور می‌گیریم . 
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A +,‏ کا ی texar C(x y+‏ عو رو ور وا وا ای اپ بت کت × ex;‏ 
قضیه ٢-۶‏ . اگر 2 و 9 مقادیری ثابت باشند داریم . 
E(aX+b)= aE(X)+b‏ 


اثبات : 


2٤ =aE(X)+b‏ طا+ 2,۳ ۶ ود 
i i xi Xi‏ 


E({ax+b)= Z aj PIT = tue BPs 


2 1 =) ۲ =E چور‎ 
xi CERP E(X) چون‎ 


قضیه ۲-۷. اگر(×) عو h(x)‏ توابعی از متفیر تصادفی X‏ باشند داریم : 


E[g(X)4h(X) [ = 2] 00( J#E[ n(x) ] 
اقیات:‎ 
2] (+۰ )( [ = E (رعاط+(ر88]‎ JP, ۶ [eP thle Py] < 
EL g(x) ]#E[h(X) ] 


قضیه o‏ ۲-۱ . اگر × متفیر تصادفی و ط مقداری ثابت باشد داریم : 


۲ EE رت‎ 
رون‎ 79۵ 
اثبات‎ 
Y ۳۲ ۲ ۲ ۲ 
6 (yay 22] (X+b) -E(X+b) ] =E[X+b-E(X)-b] '=E[X-E(X) ] =o) =0 
ae . ۲-۱ رایطه ه‎ 
= (x; -x)=0 
: اثبات‎ 
E(x, -X)= سرع ۔ رع‎ EX. -nX= EX -ni =Zy.-Lx.=0 
i i 1 i n i i 


٣‏ الف : دو عدد میانی این سری هردو ۱۴۶ بوده و لذا میانه که میبانگین‌آنهاباشد 


نیز 1۴۶ است . 


ب ۰ ابتدا جدول توزیع فراواتی را به‌صورت خواسته شده می نویسیم و سپس از طریق 
رابطه مربوط به‌میانه این مشخصه را محاسبه می‌کنیم . از جدول hd‏ یر۴۵ 2۱ yale: L‏ 


C =۹ oF ۰ ٣ 2-۰‏ بەد ست می بد که آنا را در رابطه فوق قرار داده و مقدار 
میانه را بەد ست می‌آوریم : 


n, Tt 5و‎ 
Me =L + (4 ee ۱۵+ UY ٩2 ۲۳ rere 





— ۵ 


E (e)la) + )۳()۲( + oN )۴()۵( + )۲()۲( + (AMY) 
N 7 7 roa: سید‎ = ۵ 


۶۸ع لا 








Me = ۲ 


٩‏ - صفت × را به لا تیدیل‌نموده و نتیجه محاسبات را به‌صورت جد ول توزیع فراوانی 
نشان می‌د هیم . برای این کار ( (a 2٩۴‏ را اختیار می نعائیم . 
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xX, ے _ ۷-۹۴ ۷ے‎ oper 
۱ Uy f 0ا‎ ۲۰۵ 
X. = ۴ 20 = ۵۔‎ ۲ ۵ 
r ۱ U, ۱ ۵ FU, ۱ FY Uy 
۰ 2 5 ۱ 

-å 

-¥ 

-۳ 

-Y 

-) 

۱ 

b 

. 

۴ 

۵ 

۶ ۲ 

۷ 

A 

اولا: 
fy‏ دلاد۲ 2 7 = 
bi aa‏ ےے =a+cÜ=a+ (Snu:‏ 
Je ara v(t ~ ۶‏ ا 0'6 
‘Lek‏ 





a‏ سس حم ے 
2ھ PUNY‏ و / 
F.u) 0‏ ۷ء۶ 7 = Sse Jo‏ 
e Hap‏ ت = = u c‏ 


فصل دوم - مشخصه‌های تم رکز وپراکندگی ۹ 


۳۳۷ 
۔‎ ۲۷ TEE yoy" 8 ۴ء۔‎ 
11 
(X) - ۲۰۰()۰/۶( + )-۱۰۰()۰/۴(-۱۸۰-۴۰ = ۰ ریال‎ 


۳ - ابتدا جدول زیر را که در آن محاسبات لازم انجام شده است تہیە میکنیم . 


- ۵ ۱۳۱۳۵۵۰ 
- ۵ 1/1۲۵ 
~. ۵ ۲/۸۵۰۰ 


۱۳/۸/۱۸۷۵ ۵ - 
۲/۵۸۰۵۰ ۵ءء 
۳/۹۳۷۵ ۵ء 
۱/۳۸۷۵ 





بر اساس مقاد یر جد ول فوق مقدار میانگین اتحرافات به‌صورت زیر یەد ست می‌آید 


با 
۶۱۶۸ء ۔ غالپا ۔ ا کے M.D‏ 


پاسخ مسائل زوج فصل دوم 


۶۷۱-۴ ے 3 ۳ = Mo = ۷۵ Me‏ 
عم الف : 2۱۱۸۷۵ ¥ ب : خير 
o 3/۹۲ o = ۳/۶-۸‏ 


o =۷ E(X) ۱۷ء‎ le 

E(D) و2۱‎ E(C}=¥ E(B)=¥ ۴۔(۸)‎ -۲ 

۴ الف : eo‏ :۸9/۹۹ جچ- ۷۴/۹۹۹۵ د: ۹۹/۹۹ ها ٩/۹۹‏ 
و :۱۶ ز ۰ ۲۴/۶۶ ic‏ سوم ط : و ۵۲/۲ ی : ۷ ۷۶/۹ 

ياء یب »یجید ید 2۹۵/۹۷ × ۶ 2-7 O ۷ Me‏ 


توزیع احتمال 


در این مقد مه در مورد مفہوم توزیع احتمال و ضرورت بحث پیرامون آن صحبت شده 
و بالاخره چہارچوب کلی مباحث این فصل مشخص می‌گردند . 

فرض کنید به‌شما بگویند ده‌عدد سیب را بین ۴ نفر تقسیم کنید و شمابراساس‌ضابطه‌ای 
که در ذهن‌دارید (ضایطه‌ای از قبیل سن ء میزان گرسنگی و غیره ) این ده عد دسیب‌را بین 
افراد فوق مطابق جدول زیر تقسیم می‌کنید . 


چمپارم سوم دوم اول شماره افراد 
۳ ۳ ۳ ۲ تعداد سیبہا 
جدول ۳-۱ 


واضح است کەبہترین نامی که برای جدول فوق می‌توان انتخاب گرد جدول نفسیم با توزیع 
سیب می‌باشد و به‌ضابطه‌ای‌نیز که براساس آن عمل تقسیم انجام گرفت ضا بطه تقسیم سیب 
می‌توان نام نہاد ,احتمال نیز همانند یک سیب , اعم‌از آنکه تجربی و یا نظری‌باشدبالاخره 
به‌ترتیبی بین‌حوادث مختلف‌ممکن‌الوقوع در یک آزمایش تقسیم می‌گرد د و می‌توان‌به‌عنوان 
مثال مجموع احتمالات مربوط بەآزمایش پرناب یک تاس همتراز را که مساوی واحد می‌باشد 
بین ۶ حادثه مختلف ممکن‌الوقوع در این آزمایش نمونه‌ای از این توزیع دانست . در این 
مثال مجموعه احتمالات یعنی sae‏ (۱) نقش همان ده عدد سبب مثال قبل را ایفا می‌کند 
و ۶ حادثه ممکن‌الوقوع جایگزین چمهارنفری می‌شود که آن سیبہا بین آنان تقسیم می‌گرد ید 
و بالاخره ضابطه‌توزیع متساوی و علی‌السویه ضابطه‌ای است که چگونگی‌توزيم وتقسیم احتمال 
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را بین این ۶ حاد ته بیان می‌کند . جدول ۲ نیز جدول توزیع احتمال این آزمایش‌می‌باشد . 
۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ نوع حاد ثه 


a l =‏ قداراحتما 
۶ ۶ و سس مد 


v 
ol — 
`l سے‎ 


جدول ۳-۲. توزیع احتمال آزمایش پرتاب یک تاس همتراز 


التبه جدول ۲-۲ . همانطور که ملاحظه می‌شود چگونگی توزیع یکاحتمال‌نظری‌رانشان 

می‌د هد . با توزیع احتمال تجربی نیز در فصل دوم به‌قدر کافی آشنا شده‌اید زیرا همانطور 
که قبلا" گفته شد احتمال تجربی چیزی جز همان فراوانی نسبی نیست و در واقع به یک 
جد ول توزیم فراوانی نسبی جدول توزیع احتمال تجربی می‌گویند . نکته بسیار مهمی‌که یک 
جد ول توزیع احتمال نظری را از جدول توزیع احتمال تجربی متمایز می‌سازد این است که 
و ان عفری اما دن مه بس شنتدا اتی مین موادت ر 

تقسیم می‌گردند . همانطور که در فصل قبل گفته شد هیچ تضمینی وجود ندارد که مقدار 
احتمال‌که براساس تجربه‌برای یک‌حادثه بەد ست‌می‌آید میزان‌واقعیاحتمال‌وقوع همان‌حادثه 
باشد چون در وقوع حوادث مختلف در عمل تصادف نقش مہمی ایفا می‌کند و ممکن است 
gl‏ حاصله در هر آزمایش با آزمایشهای alts‏ دیگر تفاوت داشته باشد و pS!‏ بخواهیتم 

ميزان واقعی احتمال‌را بهد ست آوریم‌باید این کار را از طریق نظری انجام دهیم زیرامقدار 
اعتمال نظری پپرعلاف Stal‏ کی ا ای گا کاو قوافد بغلنی که در Jind‏ ارل 

به تفصیل پیرامون آنہا صحبت گرد ید بهد ست میآید و صدفه و تصادف درآن نقشی ند ارد 
تفاوت ہین توزیع احتمال تجربی و نظری نیز از همین جا ناشی می‌شود زیرا بهد لیلد خالت 

مسئله تصادف در تعیین مقدار احتمال هر cat ole‏ در توزیع احتمال تجربی نمی‌توان از یک 
ضابطه توزیع قطعی و لایتفیر صحبت نمود درحالی که در توزیع احتمال نظری چنین قاعده 
و ضابطه‌ای وجود دارد و مقدار احتمال در هر آزمایش بر اساس ضابطه خاصی بین حوادث 
مختلف تقسیم می‌گرد د .وجود قواعد مختلف برای محاسبه مقاد یر احتمال نظری آزمایشہای 
مختلفی که در فصل اول مورد بحث قرار گرفتند برای اثبات قانونمندی توزیع احتمال‌نظری 
کفایت می کت دراحالی که هرای معاسیه اهال poet‏ نیچ قابطه‌ای pea,‏ انجام آزمایش 

در عمل وجود نداشت البته در موردی که حجم نمونه خیلی بزرگ باشد می‌توان گفست که 
مقدار احتمال تجربی با مقدار احتمال نظری تقریبا" برابر است , 
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نتیجه بحث فوق این است‌که برخلاف احتمال تجربی درتوزیع احتمال نظریازضا بطه 
و قاعده حاکم بر توزیع می‌توان سخن راند و در واقع مقدار احتمال در هر T‏ ومایش براساس 
قاعده‌ای خاص مشخص می‌شود که ممکن است این قاعدہ با قاعده توزیع احتمال نظری‌دریک 
. آزمایش د یگر alee‏ باشد و یا اینگە با آن تفاوت داشته باشد . 
به‌طور gS‏ توزیع احتمال سه مشخصه اصلی دارد که اگر وضعیت این سه مشخصه‌روشن 
باشد می‌توان گفت که آن توزیع دقیقا" مشخص شده است . یکی از این سه مشخصه شکل‌کلی 
توزیع است که منحنی توزیع احتمال بیانگر آن می‌باشد . در شکل (۳-۱) دوشکل الف و ب 
از نظر شکل کلی توزیع زنگی شکل و شبیه بەیکدیگر بوده و با شکل ج متفاوت می‌باشند . 
دومین مشخصه اصلی یک توزیع احتمال امید ریاضی با میانگین مقاد یر متفیری است که‌توزیع 
احتمال . احتمالات آن مقاد یر را نشان می‌دهد . و بالاخره سومین مشخصه یک توزیع 
احتمال انحراف معیار مقاد بر متغیر مورد نظر است . اگر دو توزیع از نظر شکل کلی مشایه 
یکدیگر بوده و مياتگین و اتحراف معبار آنا با هم برابر باشد آن دو توزیع کاملا" مشسابه 
یکدیگر می‌باشند . ذ یلا" مفہوم میانگین (امبد ریاضی ) و اتحراف معیار بیشتر توضیح داد ه 
می‌شود. : 
اگر یک توزیع احتمال ء احتمالات مربوط به‌مقاد یر مختلف متفیر  (‏ ) را نشان دهد 
واضح است که مشخصه‌های تمرکز مربوط به‌مقادیر ( × ) از قبیل میانگین » میانه و نمای تھا 
وضعیت تمرکز آن مقاد یر را مشخص می‌سازند بدین معنی که این مشخصه‌ها نشان مید هند که 
مقاد بر مختلف ( × ) حول az‏ نقطه‌ای متمرکز شده‌اند . در شکل (۲-۱) میانگین به عنوان 
مشخصه اصلی تمرکز در نظر گرفته شده و همان‌طور که مشاهده می‌شود توزیع‌های الف و ب 
در این شکل در نقطه (۱۵۰- (x‏ متمرکز شده‌اند . از طرف دیگر بدون شک مشخصه‌های 
پراکندگی بخصوص انحراف معیار چگونگی پراکندگی مقادیر مختلف متغیر ( × )را حول‌محور 
میانگین نشان می‌د هند چنانکه قبلا" گفته شد هرچه مقدار انحراف معهار بزرگتر باشدفاصله 
مقادیر مختلف ( × ) نسبت به‌میانگین بیشتر بوده و بعکس هرقدر این مقدار کوچکتر 
باشدمقادیر مختلف  (‏ ) با میانگین فاصله کمتری داشته و مقدارشان نسبت به‌ميانگین از 
تفییرات جزئی و مختصرتری برخوردار است . 
در منحنی‌های توزیع احتمال نشان داده شده در شکل (۳-۱) دو شکل (الف و ب )از 
نظر شکل کلی توزیع و امیدریاضی مشایه یکد یگرهستند اما انحراف معیارشکل (ب ) از(الف ) 
بیشتراست . دو شکل (الف و د )از نظر شکل‌کلی توزیع و انحراف معیارتقریبا" شبیه یکد یگر 
هستند اما میانگین (الف ) از( د ) بیشتر است . دوشکل (الف و ھ) از نظر شکل‌توزیع شبیه 
هم هستند اما مباتگین و انحراف شیا (AN‏ از (ه ) بزرگترست و بالاخره KE‏ ج هم‌از 
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جپت شکل کلی توزیع هم از نظر میانگین و انحراف معیار با سایرین متفاوت است . 














x 


شکل (۱ - ۳) 


با توضیحات فوق‌مفهوم توزیع احتمال تا حدودی روشن شد .اکنون زمان‌بررسی‌ضرورت 
بحث توزیع احتمال در مباحث آماری فرا رسیده است . بدون شک پس از روشن شدن مفہوم 
توزیع احتمال » در ذهن خواننده محنرم این سئوال متبادر شده است که چرا بايد چنین 
. مفهومی در آمار مورد بحث و گفنگو قرار گیرد ؟ در این باره قبلا" در مقدمه CUS‏ به اجمال 
سخن گفته شده است و در ایتجا این مطلب با تفصیل بیشتری مورد بحث قرار می‌گیرد . 

همانطور که در میاحث قبلی کرارا" گفته شده است دو گونه احتمال تجریی و نشری 
وجود داشته و به‌تیع این دوگانگی از دو نوع توزیع احتمال تجربی و نظری نیز می‌توان 
سخن گفت . در مباحث فصل دوم کاربرد احتمال تجربی مشخص گردیده و نتیجتا" ضرورت 
این گونه توزیع احتمال نیز اینک واضح و مبرهن است , همانطور که در آنجا ملاحظه گرد ید 
اه ی ای سر گنی برا کی و رک اوہ می او of COTS Gh‏ اف 
بدون وجود توزیع احتمال تجربی ممکن نیست و همین مسئله وجود اینگونه توزیع احتصال 
در آمار را به‌خوبی تفسیر و توجیه می‌کند . اما نقش احتمال تجربی و توزیع مربوط به‌آن در 
عملیات آماری اگرچه بسیار مہم و ضروری می‌با شد ۰ چندان زیاد نبست و این احتما ل‌نظری 
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و به‌خصوص توزیع آن می‌باشدکه در جریان کار آماری » نقشی بنیادی ایفا نموده و بارهامورد 
استفاده آمارگر قرار می‌گیرد و لذا لازم است در اینجا از ضرورت بحث توزیع احتمال نظری 
و نقش آن در عملیات آماری صحبت شود . 

به‌طور کلی توزیم احتمال نظری در آمار دارای دو کاربرد اساسی می‌باشد . یکی ازاین 
دو کاربرد آن است که محاسبه مقدار احتمال مربوط به‌حوادث مختلف را ممکن‌می‌سازد . 

دومین کاربرد این گونه توزیع احتمال آن است‌که ازطریق‌آن ,آمارگریین نموته و جامعه 
رابطه برقرار نموده و با استفاده از این توزیعها بر ینای نتایج حاصل از تمونه تتایمطلوب 
خود در مورد جامعه را هرچند به‌طور تقریبی بەد ست می‌آورد . به‌جرات می‌توان گفت‌که‌د ر 
صورت عد م وجود نوزیع احتمال نظری , ممکن نبود که یک آمارگر از طریق نمونه‌گیری و اخذ . 
چند نمونه از جامعه مورد نظر بتواند در باره آن جامعه‌هيچ‌گونه اظہار نظری بنماید .چون 
کاربرد اول توزیم احتمال نظری موضوع بحث این فصل بوده و کاربرد دوم » موضوع بحث 
فصل آینده است , لذا در اینجا از بحث بیشتر پیرامون دومین کاربرد توزیع احتمال نظری 
درآمار خودداری نموده و این کار را به‌فصل آینده موکول می‌کنیم و در عوض درموردکا ربرد 
اول توزیع احتمال" یعنی ممکن نبودن محاسبه مقدار احتمال توضیح بیشتری مید هيم . 


برای رعایت اختصار در توضیح کاربرد اول توزیع احتمال و اجنناب از اطاله کلام 
فقط بەیکی از موارد استفاده مہم نوزیع احتمال پس از ذکر یک مثال غیر آساری در مورد 
اهمیت نقش نوزیم در محاسبات مختلف اکتفا می شود . 

فرض کنید به‌شما بگویند که ده نفر به‌ترتیب قد و از کوچک به‌بزرگ مرتب شده‌اند .اگر 
قد نفر اول بعنی قدکوتاه‌ترین فرد ۱۵۰ سانتیمترباشد اندازه قد نفر پنجم را بهد ست‌آورید 
میا اک ها کی تفآ هرن کت با مت الا مات sie see‏ ای de S‏ 
نمود و باید علاوه بر معلومات فوق چیزهای دیگری را نیز بدانیم تا بتوانیم اندازه قد نفر 
eee,‏ سانب کنیع شرع گر کشا بکویند. که مقذار تفاوت E‏ فود با تفر Sybil dng‏ 
و همچنین با نفر قبل‌از خود دوسانتی متر است بعنی ازنفر قبل از خود دو سانتیمتربلندتر 
و از نفر بعدی دو سانتیمترکوناهتر است بهراحنی‌می‌توانید مقدار مطلوب مسٹلدرا پیدا کنید. 
برای این SUS‏ قد نفراول را yb‏ و نفردوم را yk‏ + .و نفرینجم را کت نشان دهیم 





ادا زاین هرجا لفط تروش اسان کرام رود Glow sy sas‏ ریم اما 
نظری می‌باشد و در صورت صحبت از احتمال تجربی » قید نجربی نیز به عبارت توزیع 
احتمال افزوده می شود $ 
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مقدار لو را بەصورت زیر می‌توان بەدست آورد . 
۴ ۱۵۲۸۲ ۶ ۲ +( 2۷ ۷۳ 3 ۳ = + 2۱۵۰ ۲ + لت Vy‏ 


T= ۱۵۶+۲ ۸‏ + م۷< مت و ۲2۱۵۶ + 2۱۵۴ ۲ + Wy‏ بل 


برای حل مسئله فوق در واقم از دو اطلاع اولیه استقاده گرد ید . این دو اطلاع‌عبارت 
بودند از اینکە "Yal‏ قد نفراول ۱۵۰ سانتیمتر است » "Lob‏ قد هریک از افراد با افرادقبلی 
و بعدی خود فقط دو سانتیمتر تفاوت دارد . اگر درست دقت کنیم در واقع این دو اطلاع‌بر 
رویهم چگونگی توزیع و تقسیم عنصر قد e‏ بین این ده نفر را بیان می‌کنند . بعنی در واقع 
محاسبه قد نفر پنجم که مطلوب مستله بود بر اساس اطلاعات مربوط بەتوزیع قد بین افراد 
فوق صورت گرفت . 

مثال فوق نقش و اهمیت شکل توزیع را در حل مسائل مختلف‌نا حدودی نشان مید هد 
در محاسیه احتمال مربوط به‌هرحادثه‌ای يدون داشتن اطلاع از چگونگی توزیع احتمال» 
محاسبه غیر ممکن خواهدبرد . ممکن است از خود بپرسید که در این صورت چطور در فصل 
اول بد ون طرح مسئله‌توزیع احتمال » مقدار احتمال مربوط به‌حوادث مختلف تعیین می‌شد ؟ 
در پاسخ باید گفت که در آنجا هم از توزیع احتمال بی نیاز نیودیم و برای سپولت بحث 
فرض کرد یم که همه نقاط نمونه متساوی الاحتعال هستند که این خود نوعی توزیع احتصال 
است . اما در بسیاری از موارد نمی‌توان از فرض فوق استفاده نمود زیرا bli‏ نمونه مربوط 
بەیک آ زمایش متساوی‌الاحتمال نیستند (مثل آزمایش پرتاب کبریت و مبلیونها آزمایئرد یگر) 
و لذا باید برای حل مسائل فوق حتما" نسبت یەتوزیع احتمال آگاهی داشته باشیم و همین 
مسئله ضرورت بحث توزیع احتمال را به‌خوبی تبیین می‌کند . از این گذشته با استفاده از 
توزیع احتعال در عملیات آماری می‌توان حل مسائل مربوط به‌احتمال فاصله‌ای! مخصوصا"در 
مورد متغیرهای پیوستەرا به‌طرز شگفت‌انگیزی تسہیل نمود که این فایده اخیر در قالب‌متال 
ذیل بیشتر توضیح داده می‌شود . 

فرض کنید متفیرگسسته ( × ) می‌تواند صد مقدار از (۱-۱۰) را اختیار aS‏ .احتمال 
آن که این متفیر در یک آزمایش مقدار(  >۳۰‏ > ۱۰)را اختیار aS‏ چقدر است ؟ hin‏ 


این مستله آن است که احتمال آن که متفیر تصادفی ما مقاد بر )11= 2۲۰۲ )2 ما و 
۹ × ) را در آزمایش اختهار کند چقدر است ؟ بر مبنای روشہای محاسبه احتمالی که در 
فصل اول aii‏ شد طبیعی است که ابتدا باید 706-4 Pye‏ و ای کت )را 


۱--احتمال فاصلهای و نیز احنمال نقطه‌ای بعدا" توضیح داده خواهتد شد . 
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حساب نموده و سپس با یکدیگر جمع کنیم . 
P‏ + اد P{\o< X > Yo) =P +P‏ 


ملاحظه می‌گرد د که برای حل مسئلہ فوق از روشهای قبلی باید ۱٩‏ احتمال مختلف را 
اکا ات کروی مہ با عم کم یهت ایک ات E‏ یا بای کل 
ان مسگله انجام د هيم . اما چنانکه در ادامه این فصل خواهیم دید اگر بتوان همین سئله 
را از طریق توزیعهای احنما ل‌شناخته شد ه‌رایج در آمار حل کنیم بیشترمحاسبات فوق قبلا" 
ایام شور asda lly‏ از aks‏ ا ly‏ می‌حران مقدا راعتمال ورد نظرزا فیلی ماد ان 
تو 
اهمیت کاربرد اول توزیع احتمال وقتی بیشتر روشن می‌شود که فرض‌کنیم د رمثال فوق 
متغیر تصادفی ( × )متفیری پیوسته بوده و می تواند بین دو عدد (هه۱-۱) بینہایت مقدار 
را اختیار aS‏ . در این صورت محاسبه احتمال فاصله‌ای فوق امری محال و غیرممکن می‌شود 
زیرا متغیر ما در فاصله (٣٣-١١)نیز‏ بینہایت مقدار می‌تواند اختیار aS‏ و برای محاسبه 
E eal‏ مدز ای Can al ae Natale‏ بت انشا سو سا ساب 
E‏ وین اک رگ ale‏ مرش ور ضع سے ک معا اال aS pili E A‏ 
متغیر ما می‌تواند در فاصله مورد نظر اختیار کند امری غیر ممکن است در حالی که اگربتوان 
از قاعده توزیع احتمال به‌تکلی "laa, aS‏ گفته می‌شود استفاده کرد . محاسبه احتمال 
نا ممکن فوق امری بسیار ساده و آسان خواهد شد . 
اکنون مفهوم توزیع احتمال روشن شده‌است و دانستیم که بحث در مورد توزیع احتمال 
از آن جهت ضرورت دارد که اولا" بدون وجود توزیع احتمال , محاسبه‌احتمال نقطه‌ای‌به‌هیچ 
وجه ممکن نیست و "LSE‏ بد ون استفاده مستقیم از توزیم احتمال » محاسبه احتمال‌فاصله‌ای 
درمورد متفیر پیوسته هم مطلقا" امکان‌پذیر نبوده و در مورد متفیر کسسته این‌کار با سختی 
انجام می‌گیرد . اینک پس از بحث در این دو مورد نویت به‌بیان کلی چہار چوب مباحث 
بعدی این فصل فرا می‌رسد .د راینجا با بیان جریان کلی‌بحث و معرفی عناوین کلی‌موضوعاتی 
که در این فصل مورد بحث فرار می‌گیرند مقدمه فصل سوم را به‌پایان می‌بریم . روشن است 
که قبل از هربحث د یگری باید درمورد چگونگی استفاده از شکل توزیع احتمال در محاسبات 
مربوط به‌احنما J‏ صحبت شود . در ضمن این بحث متوجه خواهیم شد که استفاده از توزیع 
تال برای انس اال ادت سین کرت ار رای کلف تاس E‏ 
است » Glare GS‏ ساد ه‌نیست زیرا محاسبات ریاضی نسبتا" مشکلی را لازم دارد که چهبسا 


T‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


از حوصله یک آمارگر خارج باشد . برای حل این مشکل به‌صورت زیر چاره‌جوثی شده است 
اولا" از بین اشکال بسیار زیاد و متنوع توزیم احتمال که ممکن است وجود داشته باشنسد 
دای رھ ار مایق بیعتن نورد اسطاده قزان ےو کرس فی مود و انیا بزای این 
تعداد شکل‌توزیع. همدمحاسیات ریاضی مختظفیرا که معکن است در جریان یک تحقیق آماری 
ضرورت پیدا کنند انجام داده و نتایج این محاسبات را به‌صورت جداولی که بەاین نوشتسه 
ضمیمه شده‌اند در اختیار محققین قرار داده‌اند . 

اشکال توزیم احتمال مہم فوق‌الذکر را می‌توان در دو گروه اصلی به‌صورت توزیعہای 
احتمال مربوط به‌متفیر تصادفی گسسته و توزیعهای مربوط به‌متفیر پیوسته طبقمندی نمود که 
این کار در اینجا انجام گرفته است . بدین ترتیب عناوین کلی بحث در ادامه این فصل 
به‌صورت زیر خواهد بود . 

الف ے چگونگی استفاده از وريم اعتمال برای محاسبه عقدار احتمال: 


ب - توزیعهای احتمال مهم 


ب - ۱- توزیعهای احنمال گسسته شامل توزیعهای دوجمله‌ای . فوق هند سی و پواسن 

ب - ۲ - توزیع احتمال پیوسنه شامل توزیع نرمال 

لازم به‌تذکر است که در بند ب فقط توزیعهایی مورد بحث قرار می‌گیرند که مورد 
استفاده قابل توجہی در محاسبه مقدار احتمال حوادث مختلف دارند و توزیعهای احتمال 
دیگری غیر از اینہا نیز وجود دارند که چون مورد استفاده اصلی آنها درایجادارتباط بین 
نمونه و جامعه می‌باشد بحث پیرامون آنہا به‌فصل چهارم موکول گردید . 


الف - چگونگی استفاده از توزیم احتمال برای محاسبه مقدار احتمال 


گفتیم که یکی از فواید مہم و عمده توزیع احتمال کمک Joa,‏ مسائل مختلف و 
ماک ا ال هراد کی نی اش کرو ع ل اہو اس ا E‏ 
E A E‏ ر اما مرن ۲ ئل ازجا اچ تال دیک کا رات 
Nal‏ الوک فان ر GLAM py sen EA sts‏ ای ر کاک ای عم 
کرد . مقصود ازاحتمال نقطای آن است‌که متغیر تصادفی کل ( ایک مقدارخاص را اختبار 
"Yu. aS‏ احتمال آنکه قد یک‌فرد که بطور تصادفی انتخاب می‌شود دقیقا" ( ع۱۵۰ )باشد. 
یک‌احتمال نقطه‌ای نامیده می شود . در حالی که احتمال آنکه قد همین فرد مقدار خود رادر 
له( همم ا الال ای ا دارم jis lawless‏ ای 
برای متفیرپیوسته و گسسته با روش نسیتا" مشابهی انجام می‌گیرد اما محاسبه احنما ل‌فا صله‌ای 


فصل سوم - توزیع احتمال ۹ 


برای یک متغیر کسسته با روشی متفاوت از متغیر پیوسته اتجام می‌گیرد و لذا بحث بند الف 
وا تشه شنت کیل سار اه نت 

الف - ۱ - محاسبه احتمال نقطه‌ای 

الق ماس احشال slain‏ برای متغیر کسسته 

الق ها ها تیان fel bles ls.‏ هقی رس 


الف - ۱- محاسبه احتمال نقطمای 


مثالی را که در مورد توزیع قد ده نفر در مقدمه همین E has‏ به‌خاطر بیاورید . 
در آنجا با اطلاعات مربوط به‌توزیع متفبر قد » قد نفر پنجم به‌مقدار ( om‏ ۱۵۸) تعیین 
گرد ید SI.‏ درست‌دقت شود مجموع اطلاعات بکار گرفته شده در آن مثال‌ضابطه‌توزیع قد را 
بین افراد مورد بحث توضیح می‌دادند .این ضابطه را به‌راحتی می‌توانستیم در قالب یک 
رابطه ریاضی به‌صورت زیر بیان نموده و به‌جای محاسبه مطلوب مسئله در ۴ مرحله‌ای که در 
آنجاانجام شد , آن را در یک مرحله محاسیه کنیم . 


۸ 1 ۲ < یا 


در این رابطه  (‏ ) نشان دهنده قد افراد و > نشان دهنده شماره افراد مي‌باشد . براساس _ 


این رابطه قد نفر پنجم به‌صورت زیر محاسبه می‌شود . 
y= ۲)۵(+ ۱۴۸ = ۸‏ 


ود هماتند مقال فوق Sl‏ بغواهیم ازتوزیع اخضال نیز برای کا مقداراعتمال 
استفاده کنیم باید از ضابطه توزیع استفاده کنیم . واضح است که مقصود از ضابطه توزیع 
احتمال » قاعده و قانونی است که از طریق OT‏ بنوان مقادیر احتمال مربوط به‌همه حوادث 
ممکنالوقوع در یک زمایش (یا چند آزمایش مشابه) را محاسبه Sng‏ « همانطور کے پر اساس 
رابطه فوق می‌توانستیم قد هریک از ده‌نفر مورد بحث درمثال‌مربوطه را محاسبه‌کنيم .معمولا" 
بەد ست‌آوردن ضابطه توزیع احتمال بخصوص ضابطه‌ای که بتوان براساس آن احتمال مریسوط 
به‌کلیه حوادث ممکن‌الوقوع در بر آزمایش را بەد ست آورد کار آسانی نیست و در بسیاری 
موارد کار نسبتا" پیچیده و دشواری می‌باشد . 

به‌هرحال وقتی می‌توان از توزیع احتمال در محاسبه احتمال استفاده نمود که ضابطه 
aoe‏ سور کر ضرف یدد را ار وی سرت سول معا میات این ام 
باید به‌صورت ریاضی بیان شده باشد . البته معمولا" در حین یک کارا مساری » محقق محتاج 


Ll‏ برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


آن نیست که ضابطه توزیع را برای آزمایش مورد نظرش شخصا" بەد ست آورد زیرا این مہم 
که یکی از مشکل‌ترین قسمتہای کارا ماری می‌باشد برای بسیاری از آزمایشهای مختلفی‌که‌ممکن 
است انجام گیرند قبلا"انجام گردیده و ضوابط توزیع‌احتمال مربوط به‌این آزمایشها ی‌مختلف 
به‌صورت روابط ریاضی گوناگونی تہیە شده و به‌همراه محاسبات مورد لزوم در اختیار محقق 
قرار دارد و از این جهت جایی برای نگراتی نیست . اگر به‌کتب آماری مختلف مراجعه شود 
مفہوم با عناوین دیگری sb‏ شدەاست , ما ٹیزذر اپتجا از این لفظ صرفا" به‌منظور فم بہتر 
مطلب استفاد ه نمودیم و از این بش همان اصطلاحات رایج استفاده خواهیم کرد , 
همانطوری که گفته شد برای سہولت محاسبات باید ضابطه توزیع احتمال را به صورت 
ریاضی بیان نمود . 
" اگر متفیر مورد مطالعه متفیری گسسته باشد بیان ریاضسی "ahl‏ 
2و ا کال امج نعانشال سی یه شارت روش بای 
”یک متغیر گسستە به رابطه ریاضی که بر اساسآن می‌توان احتصسال ٭ 
" مربوط به هریک از حوادث ممکن‌الوقوع در ور آزمایش را محاسبه | 
" نمود قانون توزیع احتمال گویند که درآن (۲ می‌توا ند هرمقطدار متبشی " 
۱ را اختیار ند | این رابطه را معمولا" با Po‏ ثتقت کان می‌د هنسد " 
تعریف فوق که به متفیر گسسته اختصاص دارد با مختصر تفاوتی ثامل متفیسر پیوسته هم 
as SL‏ تن شارت ای Cal‏ که ayy E‏ ملاس متا E‏ ربا ge‏ کاک 
تعریف گرد ید به‌جای قانون توزیما حتما ل al‏ چگالی احتمال نامیدہ شده و با( x‏ )ې نشان 
داده می‌شود بنابراین برای یک متغیر پیوستە به‌رابطه ریاضی که براساس آن بتوان احتمال 
E‏ سی کا E‏ کت تام Sigel Bee‏ 
گفته می‌شود . 
لقاع سال بات ously,‏ رو اال ر E EN‏ آفتان 
د ر آزمایش د بار پرتاب یک تاس هعترازء وقتی که آمدن عدد ۳ مطلوب ما باشد و سایر 
پیشامدھا برای LL‏ مطلوب تلقی گرد د رابطە زیر میباشد . 


_ [n xr 0-7 
P = (Dye 9 


د راین رابطه ( n‏ ) تعداد آزمایشہاء y‏ تعداد وقوع حادثه مورد نظر یعنی آمدن عدد ۳ 
می‌با شد که متفیر ما در این آزمایش بوده و متفیری گسسته است pe‏ احتمال وقوع حاد ثه‌مورد 


فصل سوم - توزیع احتمال ۳۱ 


نظر در یک آزمایش و ې احتمال عدم وقوع حادته مورد نظر در یک آزمایش می‌باشد . اگر 
فرض کنیم (۵ (n=‏ باشد در آن صورت آزمایش ما ۶ tale‏ ممکن‌الوقوع خواهد داشت که 
عبارتند از (ه KH}. X=‏ ,۰۰۰۰ ۵-عد ) که احتمال مربوط به‌هریک از این ۶ حادثه از 
رابطه فوق قابل محاسبه می‌باشد . 

مثال و - ۳ احتمال آنکه در ۵ بار آزمایش فوق ٣‏ بار عدد ۳بیاید چقدر است ؟ 

پاسخ : اطلاعات زیر در اختیار است , l‏ 


۱ 


۵ 
71-۵ ا ہے اط ڈو کا جا 


این اعداد را در رابطه فوق قرار داده و با حل معادله جواب مسئله را بەد ست می‌آوریم k‏ 


P (3) G) OES ۱۳۵ 


همانند متال ( ۲-۱ )می‌توان احتمال‌مربوط به ۵ حادثه ممکن‌الوقوع دیگررا نیز محاسبه نموده 
و جدول توزیع احتمال را برای آزمایش فوق مشخص کرد . 

ابی ها سی شر مد ETO Serbo‏ تفای جا فادها dpi‏ 
توزیع احتمال یا تابع چگالی احتمال بود . یعنی تا کنون چگونگی محاسبه احتمال هریک از 
تقاط موجود در فضای نمونه مربوط La‏ آزمایش با استفاده از توزیم احتمال بیان گردیداما 
در بسیاری از موارد محاسبه احتمال نقطه‌ای مطلوب نیست SL‏ محقق به دلایل مختلفی 
age ewes‏ ی تا فی اما دار و ساوج aS yh‏ وھ ای تل کته بت نخان 
احنما ل فاصله‌ای برای یک متغیر پیوسته به‌روش مستقیم و بدون استفاده از توزیع احتمال 
(تابع چگالی احتمال ) Goal‏ غیر ممکن است زیرا در فاصله مورد نظر بینهایت نقطه وجود 
alas als‏ اکا ھرت لوا قاط ماه کھ وا اعضال بای تفا خی Pugs‏ 
تال ,فا مها ی ساس شوت و یار راف انس کف ane‏ اعقال جا ,تسه 
امری غیر ممکن است . البته اگر متفیر گسسته باشد قاتون توزیع احتمال فی‌نفسه کمک 
چندان زیادی به‌محاسبه احتمال فاصله‌ای نمی‌کند و کمک اصلی آن در این موارد فقط همان 
محاسبه احتمال نقطه‌ای می‌باشد بدین معنی که راه حل جدید و کوتاه‌تری را پیش پای فسرد 
نمی‌گذارد اما بعدلیل آنکه Gol‏ استفاده از محاسبات انجام شده توسط دیگران را چتانکه 
any‏ عراهیم دید فراهم سیا ورن ء باز هم کیک یسا زببررگی مسو gu‏ کرد ومر جال 
ذیلا محاسبه احتمال فاصله‌ای‌برای هر دونوع متفیر مورد بحث قرار می‌گیرد . 


Wy‏ ۱ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


الف - ۲ - چگونگی محاسبه احتمال فاصلمای برای متغیر گسسته 


او دز یک gual‏ یش متفیری‌گسسته مورد مطالعه باشد معمولا" احنمال‌نقطه‌ای احتیا جات 
محقق را cea E‏ می‌کند و برای متفیرهای گسسته احتمال فاصله‌ای چندان مورد احتیاج‌نیست 
اما در صورتی که محاسبه چنین احتمالی ضرورت پیدا کند » چنانکه گفته شداستفاد هازقانون 
توزیع احتمال در اشکال غناختہ شدهای که محانبات آنہا قبلا" اتجام گرفتہ و به صورت 
جداولی دراختیاراست مارا از بسیاری از محاسبات بی‌نیاز می‌کند , به‌عنوان مشال مقادیسر 
Ps‏ برای قانون نوزیعی که در مثال ( ۳-۱) مورد استفاده قرار گرفت برای مقاد یر 
مختلف( ± , 1 , ۴ )د رجد ولی که‌ضمیمه* همین کتاب می‌باشد محاسبه گرد يده است و محقق 
می‌تواند جواب همان مثال را بدون انجام هیچ گونه محاسبه‌ای از این جداول بدست آورد 
بهمین ترتیب اگر یک احتمال فاصله‌ای مطلوب مسئله باشد کار را بسیار آسان می‌کنند . 
مثال ۲ - ۳: احتمال آنکه در آزمایش ۵ بار پرتاب یک سکه دوبار یا سه بار و یا ۴ بار شیر 


تایه چقدر است ؟ 


SS‏ ر۴ به‌طور جداکانه محاسبه شوند , این سه 
احتمال را سے ات قانون توزیم مورد استفاده د ر مثال ( ۳-۱) محاسبه نمود . 
در اینجا ۵ papens‏ گے gee‏ و عد سه مقدا ر متفاوت را اختیار میکند . اما بااستفا ده 
از جدول EEE‏ می‌توان به‌راحتی به‌دست آورد , این مقاد بر به‌صورت زیر 


۱۵۶۳ء Pip ۵ t Piy) ۰/۲۱۲۵ <“ Pey‏ 
و در نتیجه احتمال مورد نظر مقدار زیر را خواهد داشت . 


2۲۱ TU ۴( = ۰/۳۱۲۵ + ۰/۳۱۲۵ + ۰/۱۵۶۳ = © ۳ 


برای همین توزیع جدول دیگری تهیه شده است که استفاده از آن حل مثال فوقرا 
بازهم آسانتر می‌کند . در این جدول مقاد یر احتمال تجمعی برای‌هریکا زمقاد یر ج محاسبه 
شده است . بدین ترتیب که برای مثلا" (۳ = (x‏ مقدار احتمال [ yuy)‏ ل۱ لاء) [P‏ و 


فصل سوم - توزیع احتمال ۱۳۳ 


برای ۵ ye‏ مقدار احتمال [ Ud)‏ ۴ ۳ ۲ ا ۱ (2)۰۱] محاسبه گردیده است ,واضح است 
که مثال (۳-۲) را از رایطه زیر به‌صورت خبلی ساده‌تری نیز می‌توان حل گرد . 


P( ۲۱۵۳ u¥)=P(-u ۱۱ ۲ ۳زا‎ UF) - P(-U ۱( 


مقدار هریک از دو جمله سمت راست در جدول به‌قرار زیر داده شده است . 


۱ 
۷۵ >( ۱ ۰ )2 = ط۶ 


EPL = ۲) ۰۱۱۱۱۲۷ ٣۷۴۶ ( >*۰/۹۶۸۸ گے و‎ y 


én 
X2 x 


با قرار دادن این دو مقدار احتمال مورد نظر بەد ست می‌آید . 


UY) = ۰/۹۶۸۸ -۰/۱۸۷۵ = + ۳‏ ۲ ۲۱۷) ۲ = 
همان طور که ملاحظه می‌شود جواب از هر دو روش یکسان می‌باشد . این مثال به‌خوبی 
نشان داد که استفاده از قوانین توزیعی که جداول آنپا ai‏ شده است محاسبه احتمال 
نقطه‌ای و فاصله‌ای را بسیار آسان می‌کند » نکته‌شایان‌توجه در اینجا این است که د رروشاول 
محاسبەاحتمال lalol‏ اگرچە بەدلیل استفادہ از جداول در تعیین مقادیر احتمال sihis‏ 
بسیاری از محاسبات حذف گردیدند اما محاسبے مجموع احتعالات نقطه‌ای posh‏ 
کار زیادی طلب می‌نمود . اما روش دوم که بسیار ساده‌تر است (مخصوصا اگر فاصله‌موردنظر 
نقاط بسیار زیادی را شامل شود ) با استفاده از مقاد یر احتمال تجمعی در جدول و صذف 
محاسبات خسته‌کنند ه و وقت‌گیر » حل مسئله را به‌یک راحت‌الحلقوم بسیار شیرین تبدیل 
می‌نمود . واضح‌است که استفاده‌از این روش فقط وقتی مفید و مقرون به‌صرفه است‌که‌ازقوانین 
توزیعی استفاده شود که جداول توزیع احتمال تجمعی آنها وجود داشته باشد . با توجسه 
به‌مطالب فوق می‌توان گفت که وجود این روش بسیارساده برای محاسبه احتمال فاصلها ی‌یکی 
از فواید مهم موجود قانون توزیع احثمال است . 
کے مخ نی اتا ای ام یکی ہت 
فا کته فک ور aie‏ رها بوسنم "Nees‏ معا اال تفای hy‏ ند انی 
ندارد زیرا چنین احتمالی فقط در مورد یکی از بیتہایت حوادثی که ممکن است در آزمایش 
اتفاق بیفتد صحبت می‌کند و مقدار oT‏ به‌اندازه‌ای کوچک و ناچیز است که معمولا" مساو 


صفر فرض می‌شود و واضح است که احتمال وقوع چنین حادثه جزثی در راستای یک کارآ ماری 


۱۳ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


کمتر به‌کار میآید و به‌همین دلیل هم احتمال نقطه‌ای برای یک متفیر پیوسته مطلوب کسی 
نیست و در عمل در متغیر پیوسته از احتمال فاصله‌ای استفاد ه می شود زیرا مقاد یر مختلفی 
که برای حوادث مربوط بەاین احتمال بهد ست میآید در خور اعتنا بوده و می‌توانند در 
محاسبات آماری‌نقشی ایفا کنند .نیاز به‌محاسبه احتمال‌فاصله‌ای برای متغیر پیوسته » ضرورت 
lizal‏ ده از توزیع احتمال را دو چندان و مضاعف می‌کند . چون در اینجا بدون استفادهاز 
توزیع احتمال › نه‌تنها محاسبه‌احتمال نقطه‌ای ممکن نیست حتی در صورت عدم وجود این 
مشکل ب!یداحتمال هریک از بینهایت نقطه‌ای که در فاصله مورد نظر قرار دارند نیز محاسبه 
bigest‏ اخشمال:بایر تقاط موجوه ور آن ele‏ سر گرد و تا اختمال E‏ موردفظر 
بەد ست آید و واضح است که صرفنظر از مشکل اول این کار نیز غیر ممکن بوده و مشکل د ومی 
بەحساب می ید 

اکن سس زان ابق فد بات تو کرت با ie rome‏ و ال ا ان 
فاصله‌ای برای یک متفیرپیوسته محاسبه‌می‌گردد .یادآوری می شود که چگونگی محاسبه‌احتمال 
نقطه‌ای برای یک متغیر پیوسته در قسمت قبل گفته شد و دانستیم کەہرای این کار بای 
خصوصیات نقطه مورد نظر را در تابع چگالی احتمال قرار دهیم و احتمال مورد نظرراحساب ۱ 
کنیم و انشاء! ۰ در مبحث EJE‏ نرمال راه بسیار ساد ه‌تری تیز برای این کار اراقه خواهد 
شد . مقدمتا" برای بیان چگونگی محاسبه احتمال فاصله‌ای منفیر پیوسته باید به‌نکته‌ا یاشاره 
شود و آن اینکه al‏ چگالی احتمال ء یک رابطه ریاضی و به‌عبارت دقیقتر یک تابع ریاضی ٴ 
می‌با شد . واضح است که چنین تایعی را می‌توان از طریق روشهای ترسیم منحنی » به‌صورت 
هند سی نشان داد . اکنون فرض کنیم که منحنی پک تابع چگالی احتمال که مربوط به منفیر 
پیوسته ( × ) است به‌شکل زیر ترسیم شده باشد , 
در این شکل به‌عنوان مثال مقادیر احتمال برای سه‌مقدار متقاوت متفیر ( × ) یعنی ( ۰-۲ 
ه عو ۲- = (x‏ به‌ترتیب برابر مقادیر فرضی و تقریبی BYA)‏ < رب ها Pig‏ 
Pio) (=%04)‏ 3 سو کا به‌صورت سه خط عمودی نشان داده شدہ است . 

با کمی دقت در می‌يایبم که احتمال آنکه متغیر ( × ) با تابع چگالی احتمال()ي‌که 
منحنی آن در شکل (۳-۱) رسم شده است » بین دو نقطه (۲ و ۱) مقدار خود را در یسک 
آزمایش بطور تصادفی اختیار کند برابر سطح زیر منحنی(عو)ي.ر فاصله ( ۲ :و ۱= ± ) 
تشز واس اف ا ما ای رخاوا یق کر ریز ge‏ زاین 
فاصله بەد ست می آید . 


۲ ۱ 
ي۹( تام | g(x) r=‏ درفاصله x=)‏ و ۱عد) <(۲> 2 ۱6)ظ 
An‏ 


فصل‌سوم - توزیع احتمال ۳۵ 





دلیل این امر نیز بسیار واضح است اگر به‌فرض محال محاسبه مقدار(عد)م» برای‌بینهایت 
مقدار متفیر ( × ) در فاصله (۱- x‏ ) نا (۲- × ) ممکن باشد و این مقادیر یک 
Le‏ حساب شده و هرکدام یه‌صورت یک نمودار میله‌ای روی صفحه رسم شوند[این 
کار برای تعد اد محدودی از مقادیر( × ) در شکل (۲-۱)انجام شده است ].بینهایت 
خط عمودی چسبیده به‌هم بهد ست می‌آید که مجموع آنہا سطح زیر منحنی(عز)ی‌رادر فاصله 
فوق تشکیل می‌دهد و به‌همین دلیل در VL‏ گفته شد که che‏ زیر منحنی در فاصله 
x > ۲(‏ > !ا)برابر احتمال مورد نظر می‌باشد . بیان کلی رابطه فوق یرای متفیر تصادفی 


پیوسته ( × ) بصورت زیر است , 


D 
Plas xst) = ۱ ح3( عام‎ (r—1) 
a 


قبلا" گفته شد که برای یک متفیر تصادفی پیوسته . احتصال نقطه‌ای معمولا" مطلوب 
نیست و احتمال فاصله‌ای در محاسبات آماری بیشتر به‌کار می‌آید . نتیجه عملی این 








آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


امر با توجه به‌مطالب فوق‌الذکر این است که وقتی متفیر مورد مطالعه» متفیری‌پیوسنه 
پاش کہا sayy Sibel Ee ob‏ یضام افصاتی EAE E‏ خاک 
تابع ants!‏ یا انتگرال آن‌مورد استفاده قرارمی‌گیرد و به‌همین دلیل در آمار به‌انتگرال 
تابع چگالی به‌مراتب بیش از خود آں اهمیت داده شده و از این مفهوم‌با عنوان نابع توزیع 
احتمال یاد می‌شود و برای متغیر پیوسته ( (X‏ بەصورت 2 نشان داد ه می‌شود . 

”تابع تسوزیع ر که تابع اولیسه پا انتگرال تابع چگالی(:0)2» است " 

اواب ابیت گنه رین Rega‏ برای همه YX) ble‏ < ± )۰ 

" نشان می‌د هد . به‌عبارت دیگر مقدار تابع توزیم برای یک مقدار خاص از " 

" متغیر تصادفی ( × ) نشان دھندہ احتعال زیر است F>‏ 

به‌عنوان مثال برای تابع چگالی احتمالی که در شکل (۳-۱) منحنی آن ترسیم شده 
است مقدار تابع توزیع (۲-) ۳ نشان د هنده سطح زیر منحنی در سمت چپ نقطه ( ۲= ±) 
و مقدار (۱ ) مز نشان د هند chee‏ زیر منحنی درسمت چپ نقطه (۱- > )و نیز مقدار (۲) 7 
نشان د هنده سطح زیر منحنی در سمت چپ نقطه (۲- × ) مي‌باشد . واضح است که خواهیم 


داشت : 


F(Y) >F(1) < ۲ )-۲( 


و چون سطح زیرمنحنی در هرفاصله عبارت‌از مقداراحتمال این حاد ثه‌است که متفیرتصادفی 
( × ) مقدار خود را درآن فاصله اختیار کند » عبارت زیر را خواهیم داشت . 


ay 


P(Y) = ۳) >۲( و‎ FO) =P(X<1) و‎ F(—r)=P(%<-+) 
را که تابع چگالسی آن در‎ (y ( مجد دا" فرض کنید می‌خواهیم احتمال آنکه منفیر تصادفی‎ 
مقداراختیا رکند بەد ست‎ ) ۱ <X< شکل ( ۲-۱ ) ترسیم شده است هنگامی که در فاصله(۲‎ 
۰ آوریم . می‌توانیم از رابطه زیر برای این کار استفاده کنیم‎ 


۳۱ >> ۲( = P(X > ۲(-۳) <1) 


اما می‌دانیم که دو عبارت سمت راست به‌ترتیب از راست به‌چپ‌مساوی  )۱(‏ و (۲) 


Ay 


می‌باشد و لذا رابطه فوق به‌رابطه زیر تبد بل می‌شود . 


۳)۱ > > ۲( = F(Y) - FQ) 


فصل سوم۔ توزیع احتمال 7 


رابطه فوق را می‌توان در حالت کلی به‌صورت زیر بیان نمود . 
P(a <X<b) = F(b)-F(a) (۳ -۲(‏ 


مسلما" آنچه تا کنون در مورد توزیع احتمال و کاربرد آن در محاسبه مقبدار احتمال 
نقطه‌ای و فاصله‌ای در مورد متفیرهای گسسته و پیوسته گفته شد مشکلی را در ذهن تداعی 
می‌کنسد و آن اینست که نوزیع احتمال اگرچه در بسیاری موارد از نظر کلی و اصولی حلال 
بسیاری از مشکلات است اما استفاده از آن به‌صورتی که گفته شد هنوز مشکلات‌زیاد ی‌به‌همراه 
دارد که معمولا" از حوصله یک کارآماری خارج است Yal ٠‏ در جہان » بینهایت آزمایسش با 
بینهایت شکل توزیع مختلف وجود دارد که طبعا" هریک از این اشکال قانون توزیم احتمال 
با تابع چگالیاحتمال‌مخصوص به‌خود و متفاوت با دیگراشکال‌توزیع داشته و نتیجتا بینهایت 
قانون توزیم احتمال یا تابع چگالی احتمال مختلف برای این آزمایشها وجود خواهدداشت 
و محقق برای هر آزمایشی که می‌خواهد انجام دهد باید ابندا قانون توزیع یا تابم چگالی 
احتمال آن‌رابه‌دست آورد 3 این کاری بس سنگین 2 طاقت فرسا می‌با شد 3 تا نیا" پس از آنکه 
قانون توزیم یا تابع چگالی‌احتمال مورد نظر مشخص گردید باید برای احتمال هر حادثه‌ای 
محاسبات نسیتا پیچیده‌ای ازقبیل حل توابع مختلف ریاضی و یا انتگرال‌گیری و غیره‌انجام 
گیرد که این نیز کاری بسیار مشکل است . 

در پاسخ باید گفت که هیچیک از دو اشکال فوق چندان نگران کتنده بەنظر نمی رسند 
زیرا اگر چه بینهایت شکل توزیع و نتیجتا" بینہایت قانون توزیم و تابع چگالی احتصال 
وجود دارند اما lig‏ در قسمتهای بعدی خواهیم دید روشهایی وجود دارند که می‌توان با 
استفاده از آنها اشکال‌توزيع مختلف را بەیکدیگر تبدیل نموده و نهایتا همه آنها راد رچند 
شکل توزیع مہعتر و پرمصرف‌تر خلاصه نمودکه این چند شکل توزبع مہم درآمار موردبررسی 
قرارگرفته و قانون توزیع و یا تابع چگالی احتمال و تابع توزیم احتمال آنہا نیزمشخص شده 
است و آزمایش مورد نظر آمارگر هرچه باشد او می‌تواند برای محاسبات خود از همیسن چند 
شکل مهم توزیع استفاده کند . 

"Lek‏ اکثریت قریب بەاتفاق محاسباتی که ممکن است آمارگر در راستای کارا ماری خود 
بەنحوی محناج آنها باشد برای این چند شکل توزیع مہم محاسبه شده و در جداول‌مختلفی 
که بعضا" ضمیمه این CLS‏ شده‌اند » اراعه شده است و آمارگر مي‌تواند با انتخاب یکی ازاین 
چند شکل مہم توزیع احتمال که با هدفاو تناسب بیشتری دارد » از این جداول استفاده 
تموده و محاسبات خود را به‌راحتی انجام دهد . در قسمت بعدی این اشکال توزیع در حسد 


ضرورت مورد بحث قرار می‌گیرند . 


۱۳۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


اگر خاطرتان باشد قبلا" مباحث این فصل را به‌دو بخش محاسبه احتمال با استفاد jlo‏ 
توزیع احتمال و نیز توزیعهایا حتمال مهم تقسیم نمود یم . بحث اول یعنی چگونگی محاسبه 
احتمال در اینجا OL La,‏ می‌رسد و از این پس توزیعہای مہم احتمال مورد بحث و بررسی 


قرار می‌گیرند . 


ب م توزیعهای مهم احتمال 


همانطور که در مقدمه این فصل گفته شد . در فصل سوم فقط توزیعهای احتمال مہسی 
مورد بحث قرار می‌گیرند که در آمار از آنہا به‌منظور محاسبه احتمال استفاده می‌شود . در 
همانجا گفته شد که این توزیعهای احتمال را می‌توان بەدو دسته کلی تقسیم نمود . یکی از 
این د و دسته؛توزیعهاعی هستند که متفیر مورد بحث آنها کسسته بوده و دومین گروەآنہائی 
هستند که در مورد متفیر پیوسته کاربرد دارند که به‌همین نرتیب نیز در اینجا مورد. بررسی 


قرار می‌گیرند . 
ب - ۱ توزیعهای احتمال گسسته 


۲ اه ; س نکی امه‎ oes 
› و گسسته‌را توضیح مید هند .مهمترین نوزیعهای این گروه توزیع دو جمله‌ای »توزیع پواسن‎ 
. توزیع فوق هند سی می‌باشند که ذ یلا" مورد بررسی قرار میگیرند‎ 


ب ۰۱ء توزیع د وجملمای 

این توزیع که از آن با عناوین توزیع دو نقطه‌ای و برنولی نیز یاد می‌شود مہعترین و 
پرکاربرد ترین توزیع گسسته است . وجه نسمیه توزیع دوجمله‌ای یا دو نقطه‌ای آن‌است‌که این 
توزیع فقط در مورد آزمایشهایی به‌کار می‌رود که فضای نمونه آنپا در یک مرتبه آزمایش فقط 
دو نقطه داشته ath‏ . به‌عبارت So‏ در یک بار آزمایش فقط دو حادثه امکان وقسوع داشته 
باشند . به‌عنوان مثال آزمایش پرتاب یک سکه چنین حالتی دارد و فقط دو نتیجه‌شیریا خط 
ممکن است‌ازآن ale‏ گردد .البته این مسئله دامنه استفاده ازاین توزیع را محدود نمی کند 
زیرا به‌راحتی‌می‌توان بسیاری از آزمایشہائی را که درحالت طبیعی چندین حالت ممکن‌الوقوع 


l- Binomial Distribution 
2- Poisson Distribution 


3- Hypergeometric Distribution 





فصل سوم - توزیع احتمال ms‏ 


دارند بهآزما یشهائی‌تبدیل‌نمود که‌فقط د وحاد ثه ممکن‌الوقوع‌داشته باشند وبدین‌ترتیب‌این 
آزمایشهارادرد ایره‌شمول‌توزیع د وجمله‌ا ی‌قرارداد .مثلا در آزما یش پرتاب یک ناس در حالت 
طبیعی ۶حالتا مکان‌وقوع دارند .اما معمولا از بین‌تما م حالات ممکن لوقوع فقط یک‌حالت مشل 
وقوع عدد ۴ موردنظر آزمایش کننده می‌باشد . در اینجا او می‌تواند تمام نتایج ممکن‌الوقوع 
آزمایش خود را بهد وحا دثه‌مطلوب (آ مدن عدد ۴ )و تا مطلوب (آمدن عدد غیر۴)تقسیم نماید و 
با این طبقه‌بندی‌جدید ازقانون توزیع برنولی (د وجمله‌ای)برای آزمایش خوداستفاده کند , 

اگرحاد ثه‌مطلوب را AL‏ نشان‌د هیم‌حادثه نامطلوب یا غیر ۸ را دربسیاری ازنوشته‌ها 
اتک سا ہدس Ad ee‏ کل EE TE E N E E‏ 
پرتاب تاس( ۴و ۴ ) می‌باشند . 

چنان که قبلا" گفته شد هر توزیع احتمال سه مشخصه اصلی دارد کے عبارت از شکل 
کلی توزیم ء میانگین و انحراف معیار آن می‌باشند . معمولا" بهترین معرف برای شکل کلی‌یک 
توزیم احتمال » ضابطه آن توزیع می‌باشد . بعنی بہترین معرف برای شکل کلی توزیعاحنمال 
برای یک متفیر گسسته قانون توزیع آن و برای یک منفیر پیوسته تابع چگالی آن‌می‌باشد زیرا 
از طریق LT‏ شکل کلی توزیع به‌خوبی مشخص می‌گردد . در متفیرهای پیوسته بهد لیل‌وجود 
محاسبات انتگرالی و غیره همان طور که قبلا" گفته‌شد به‌جای تابع چگالی احتمال « تابع‌اولیه 
آن یعنی تابع توزیع احتمال را معرفی‌می‌کنند وبعلاوه برای فهم بهتر مطلب شکل کلی توزبع 
را به‌صورت هندسی و از طریق رسم منحنی نیز توضیح مید هند مقدارمیانگین‌واتحراف‌معیار 
یک توزیع نیز با استفاده از همان روابطی که در فصل دوم گفته شد محاسبه می‌گردد , البته 
در بعضی موارد نیز این روشہا بها قتضای ضرورت : تفیبراتی پیدا می‌کنند که در جای خود 
Lota,‏ اشاره می‌شود لذا در بررسی اشکال مہم توزیع روال کار بدین‌صورت خواهد بود aS‏ 
ابتدا ضابطه ریاضی توزیع ( قانون توزیع یا تابع چگالی احتمال و تابع توزیع ) مورد بحسث 
قرار گرفته و در صورتی که روشهای محاسبه میانگین و انحراف معیار در سورد ی د ستخوش 
تفییر شده باشند به‌این روشها نیز اشاره می‌شود و در نهایت در صورتی که توضیحات د یگری 
لازم بود آنہا نیز بەبحٹ اضافه خواهند شد . بنابراین بحث توزیع دوجمله‌ای با قانون‌این 
توزیع wh‏ دنبال شود . : 

اگر حادثه مطلوب را در یک آزمایش که فقط دو حادثه ممکن‌الوقوع دارد » با( و۵ ) و 
حادثه نامطلوب را با  (‏ ) تشان دهیم قانون توزیع دوجطلهای وقتی مورد استفاده قرار 
می‌گیرد که بخواهیم بدانیم در ور بار آزمایش چندبار حادثه مطلوب (A)‏ رخ می‌د هد ! از 


۱ در واقع قانون توزیع دوجمله‌ای روشی برای محاسبه احتمال ء در حوادث دو یا 
| 
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آنجا که در یک بار آزمایش فقط دو Sale‏ ممکن‌الوقوع دارد » داریم 


Pa + PT =) 


که این رابطه ر به‌صورت زیر نیز می‌توان نوشت . 


معمولا" جہت اختصار در قانون توزیع دوجملەای( م )را با Pe JSP‏ ) را با و نشان 
می‌د هند . بنابراین در قانون توزیع برنولی ( p‏ ) نشان د هنده احتمال وقوع حادثه مطلوب 
در یک بار آزمایش و ( ي ) احتمال عدم وقوع حادثه مطلوب در یک بار آزمایش می‌باشد .با 
این توضیحات احتمالآنکه در( ور ) بار آزمایش ( x‏ ) مرتبه‌حاد ثه دلخواه ( A‏ ) وقوع پیدا 
as‏ از رابطه (۲-۳) بهد ست میآید که آن را قانون توزیع دو جمله‌ای یا پرنولی می‌نامند . 


b(x,n,P)= ("pr (۴-۳) 


مقدار احتمال توزیم د وجمله‌ای برای مقادیر مختلف ( ± و رو P‏ ) محاسبه شده و در 
جد ولی که Tey‏ خر همین نوشته ضمیمه شده » نشان داد ه شده است . همچنین مقدار احتمال 
تجععی برای تعدادی از مقادیر مختلف  (‏ و بر و P‏ ) محاسبه شده و در جدول دیگری کەآن 
هم ضمیمه است نشان داده شده‌است و لذا درمسائل‌مختلف بدون‌استفاده از رابطه (v-r)‏ 
می توان جوایپاراا زجد ول‌بد ستآ ورد . 
مثال ۳-۴ : سکه‌ای همتراز را A‏ مرتبه پرتاب می‌کنیم . مطلوبست احتمال ET‏ 
الب - ۵ مرتبه شير بیابد . 
ب سے حداکثر ۵ مرتبه شیر بیاید . 


. حداقل ۵ مرتبه شیر بیابد‎ g 


= 
چند مرحله‌ای می‌باشد . واضح است که در بسیاری موارد می‌توان مثلا" بجای n‏ بار پسرتاب 


یک ees‏ سکەرا در یک بار پرتاب‌نمود که‌نتیجه یکسان بود ه و قأتون al‏ درهرد وشکل 
این a‏ یش می توا فد مورد استفاده قرار گیرد . 


فصل سوم - توزیع احتمال ا٤‏ 


الف 
۸ ۵ 
P ( x=d)= Da ۰۸ ۰ (- CAFS) = )۵۶( ۲۱ ۸۵۸‏ 
P(d)‏ +- ۰ + (۲) ظ + P(x <4)=P(-)+ P(t)‏ 
و PU =D OAc‏ و ( ۰اط = P(e)‏ 
Pd) =bldeAct)‏ و 3199 (۲۰۸۰) P(r) =b‏ 


مقدار p(g)‏ را در بند الف محاسبه نمودیم و سایر مقادیر خواسته شده نیز محاسبه 


شد هاند و نتایج به‌قرار زیر است 


و ۳(2۰/۲۱۸۸)ظ و ۰/۱۰۹۴ = P(Y)‏ و۰/۰۲۱۳۱-(۳)۱ و ۴)6(0/۰۰۲۹ 
۴ 2۰۰/۲ (۴) ۳ 


با جمع‌نمودن این مقاد یر ء احتمال مورد نظر بەد ست می آید . 


P( 2 -<) = of ۲۹۰/۰۳۱۳+۰/۱۰۹۴۰/ ۲۱۸۸۰۲۷۳۲۴۰۱۲۱۸۸ ۰/۸۵۵۵‏ 
ات -برای حل ای ین بند احنیاجی به‌روش مستقیم نیست و می‌توان مسئله را از روش ساد ەتىر 
زیر حل نمود . میدا: نیم که مجموع احتمالات دریک 7 ڙما يشن برا بر ۱ می‌باشد . 

P(x ¢6)+P ( x> ۵( >١ 


اما مطلوب بند ج آ مدن حداقل ۵ مرتبه شیر است یعنی داریم : 


P(x» a) =P (x > 3) +P )۵(۶۰/۱۴۴۵+۰ ۰ ۳‏ 
هر سه جواب بند الف و ب وج را به‌راحتی می توانستیم از جد ول بەد ست آوریم .برای بند 
الف از جدول مقاد یر احتمال تنوزییم دوجمله‌ای و برای بند ب وج از جد ول مقا دیراحتما لات 


تجمعی قانون توزیع د وجمله‌ای بايد استفاده نمود . 
نکنه‌ای که در مورد توزیع دوجمله‌ای قابل ذکر است این است که توزیم دو جملها ید ر 
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مورد آزمایشپاتی به‌کار می‌رود که مقدار p‏ و ې در طول انجام n‏ بار آزمایش ثابت باشد . 
معنای این حرف این است که توزیع د وجمله‌ای فقط در مورد آزمایشهای مستقل از یکدیگر 
می‌تواند مورد استفاده قرار گیرد . 

از سه مشخصه لازم برای معرفی دقیق یک توزیع احتمال دو جمله‌ای یا دو نقطه‌ای ؛ 
مشخصه‌مربوط به‌شکل کلی توزیع در قالب قانون توزیع د ونقطها ی گفته شد . روابط اصلی برای 
محاسبه میانگین و اتحراف معبار این توزیع همان روابطی هستند که در فصل دوم بحث شد 
اما به‌اقتضای شرایطی که قانون توزیع د وجمله‌ای ایجاب می‌کند می‌توان آنپا را به‌روابط 
ساد هتری نیز تبد یل نموده و میانگین و واریانس (انحراف معیار) متفیری را که توزیع احتمال 
دو جمله‌ای دارد با استفاده از این روابط ساد هتر محاسبه نمود . دانستن چگونگی تبدبل 
بت سا گر اهراب را CENA E E‏ فرشا ی سک 
تال oe le eels tigate‏ مرکا رده 
معمولا" برای دانشجویانی که رشته تخصصی آنان آمار نیست ضرورتی ندارد و به‌همین‌دلیل 
نیز در این‌نوشته فقط بها ثبات‌رابطه ریاضی محاسبه‌ميانگین توزیع دوجمله‌ای به‌عنوان نمونه 
بسند ه نموده و در سایر توزیعہا روابط فوق را بد ون اثبات ارائه خواهیم کرد . 

قضیه ۳-۱ میانگین (امید ریاضی ) مقاد یر متغیری که مقدار احتمال آن با استفادەاز 
قانون توزیم دوجمله‌ای محاسبه می‌شود و به عبارت بہتر میانگین توزیع د وجمله‌ای با 
استفاده از رابطه زیر محاسبه می‌شود . 


E(X)= بر‎ = nP (y—f) 


اثبات : می‌دانیم که رابطه کلی محاسبه امید ریاضی رابطه زیر است . 
n‏ 
u =E(X)= 2 x P(x)‏ 
اما از رابطه (۲-۳) برای متفیری که قانون توزیع آن دوجمله‌ای است داریم : 
P(x) = 9) x,n,P)= a pigin*)‏ 
بنابراین رابطه اولی را می‌توان به‌صورت زیر نوشت : 


| 


n 
هر‎ 


فصل سوم - توزیع احتمال ۱۳ 


مقدار فوق بهازا* Jolu {x =o)‏ صفر است و لذا رابطه فوق به‌صورت زیر نیزنوشته‌می‌شود . 


-E {n (n-x) n! (n-x) 
رس‎ x ])( ۳۰د‎ | Be irr Pal 
_ g n! (n=x) 
2 zG PIZÎ Pq 


ور وط اعداد gilt‏ هستند که می‌توان یکی از آنها را به‌بیرون از ( g‏ انتقال داد ولذا 


داریم ۰ 


(n-1)! p=) (n= 1 )-۱([ 


u =E(X)=n.P SEF 


جہت سپولت فہم عملیات بعدی فرض کنیم of n-1) = m-‏ + (۱- ج ) باشد . داریم. 


YY opp F 0 py qm)‏ ے7 
P‏ روا YE, “yyy ۲۹ MP‏ ۶ط 


از دو جمله‌ای خیام - نیوتن که در ریاضیات اثبات می‌شود می‌توان در مورد P‏ و ې چنیسن 


نوشت . 


F ۵ p gt)‏ رو + ه) 


با ies‏ اف همقل ار 
u =E(X) = nP(Ptq)™‏ 


اما می‌دانیم که در توزیع دوجمله‌ای st)‏ ې + ۲ ) می‌باشد و لذا داریم : 


(P + لا(‎ =)” = 


و بنابراین در نهایت » میانگین توزیم د وجمله‌ای به‌صورت زیر یعنی همان رابطه (۲۳) 
PETERE‏ 


= E(X)= nP 
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به‌همین‌ترتیب می‌توان ثابت‌کرد که واریانس متغیریکە توزیع د وجمله‌اید اردبه‌راحتی 
با استفاده از قضیه زیر قایل محاسبه است . 

قضیه ۳-۲ وارپانس متفیری که توز بیع د وجمله‌ای دارد 4 بەعبارت سادەتر وارپانس 
توزیع د وجمله‌ای از رابطه زیر قایل محاسبه است . 


(۵- ۳) 0 آن 

این رابطه نیز انشا الله در مسائل این فصل اثیات خواهد شد . با ذکر یک مثال در مورد 
میانگین و انحراف معیار توزیع دوجمله‌ای این بحث را به‌پایان می‌بریم . 

مثال ۵ - ۳: میانگین و انحراف معیار آمدن شیر در آزمایش مثال (pF)‏ را محاسبه کنید . 
پاسخ : میانگین از رابطه (pe)‏ و اتحراف معیار جذر واریانس است که از رابطه (YO)‏ 


۰ ست میآید‎ Say 


u =E(X)= nP =(A) (x)= ¥ 


ماع 
لہ 
ساپ 
سلہ 
u‏ 
D‏ 
H‏ 
— 
~“ 
3 


NORE AL ۶‏ = از ود 


ب - ۲+۱ . توزبع فوق هند سی 

همان طور که قبلا" کفتیم یکی از شرایطی که یرای استفاده از توزیع دوجمله‌ای لازم 
است وجود داشته باشد » مستقل بودن آزمایشهای مختلف از یکدیگر می‌باشد . بے عبارت 
د یگر در توزیع د وجمله‌ای ملاحظه گردید که این توزیع وقتی می‌تواند مورد استفاد ه‌قرار گیرد 
که مقدار ( p‏ )در طول آزمایشپای مخطفی که انجام می‌گیرد » تابت باشد . اما اگر در عمل 
با آژمایشیای راک بفکذیگرسروکار داشته با میم که بالطبع راس مرک فوق "Melia nine‏ 
نمی‌توان از قانون توزیع د وجمله‌ای در چنین مواردی استفاده نمود . آزمایشهاتی از قبیسل 
انتخاب بدون جایگذاری مهره از درون یک کیسه e‏ انتخاب بدون بازگردانی اشیا* و افسراد 
مختلف د یگر از مجموعه‌هایشان چنین حالتی دارند . وجود چنین حالتی یعنی عدم ثبسات 
مقدار  (‏ ) در طول آزمایشها در شرایطی که سایر شرایط SE‏ بر توزیع د وجمله‌ای موجود 
باشند شرط اصلی‌استفادهاز توزیع احتمال‌د بگری به‌نام توزیع فوق‌هندسی را فراهم می‌آورد , 
با توجه به‌این مطلب که قانون توزیع دوجمله‌ای فقط وقتی قابل استفاده است که آزمایش ما 
bis‏ دو حادثه ممکنالوقوع مطلوب (موفقیت ) و یا نامطلوب (شکست ) داشته باشد » شسرط 


فصل -es‏ توزیع احتمال : 14۵ 


اصلی فوق به‌طور منطقی شرایط دیگری را بهد نبال خواهد آورد » بد ین ترتیب که اولا وقتی 
می‌توان از تعداد موفقیتہا در ( n‏ آزمایش غیر مستقل و وابسته به‌یکد پگر (که نتیجتا" در 
آنپا مقدار م ثابت نیست ) صحبت نمود که ( ر ) حجم نمونه‌ا ی از یک جامعه اصلی به‌حجم 
N (‏ )باشد و درواقع ما از نمونه‌گیریاستفاده کرده باشیم در غیراین صورت تعداد موفقیتها 
امری واضح و بدیپی بوده و هیچ گونه محاسبه‌ای را لازم نخواهد داشت . به‌عنوان مثال‌اگر 
از یک کیسه حاوی ده مہرہ که سه تای آن سفید است و انتخاب همین مہرہ سفید نیزمطلوب 
ما بوده و موفقیت تلقی شود » ده مہرہ را بد ون بازگردانی انتخاب کنیم پرسش در مسورد 
داد ای یی E‏ هو Srl Ase‏ ترعہت رای ای تانق اھر 
موفقیت ممکن اتفاق خواهد افتاد .ثانیا" تعد اد موفقیتها در چنین آزمایشی‌وقتی‌قابل‌محاسبه. 
خواهد بود که تعداد کل موفقیتہا و بالنتیجه تعداد کل شکستہای ممکن‌الوقوع آزقبل‌مشخص 
باشند » همانند مثال فوق‌که ما از ابتدا می‌دانستیم که حداکثر ۲ مونفیت و همچنین حداکثر 
۷ شکست در ده انتخاب امکان وقوع دارند . لازمه این امرآن است که از ابتدا تعداد افراد 
جامعه‌که انتخا LT‏ برای ما موفقیت تلقی می‌گرد د مشخص باشد .به‌همین دلیل درمسائلی 
که به‌توزیع فوق هندسی صربوط مسی‌شود گفتسه می‌شود که متلا" تعداد افراد جامعسه‌ای 
( × ) می‌با شد که انتخاب ( 1 ) فرد از این افراد برای ما حادثه مطلوب بوده و مسوفقیت 
تلقی می‌گرد د و انتخاب (N - K)‏ نفر باقیمانده به‌منزله شکست تلقی خواهد شد . 

شرایط لازم برای توزیع فوق‌هندسی یعنی شرایط فوق را یکبار دیگربه‌صورت جمم‌بند ی 
شده و مختصر بیان می‌کنیم . با توجه به‌مطالیی که پیش از این SS‏ شد » این شرایط به قرار 
زیرند . 

۱ - ازجامعه‌ای به‌حجم ( (N‏ نمونه‌ای‌به‌حجم ( ۲ ) بدون جایگذاری انتخاب می‌شود . 

۲ - انتخاب ( × ) فرد از ( 17 ) فرد موجود در این جامعه برای ما مطلوب می‌باشد › 
یعنی هریک از این ( K‏ ) فرد که انتخاب گردند برای ما یک موفقیت محسوب می‌شوند و در 
مقابل‌هریک از KX)‏ - 1[)فرد باقیمانده‌که در نمونه انتخاب شوند ازنظر ما یک شکست تلقی 
خواهد گرد ید . 

اگر خاطرتان باشد قبلا" گفته شد که برای معرفی دقبق یک توزیع احتمال بايد شکل 
کی ان فرصم رسای اے و ew‏ ت ا زوا LG‏ آم کی قرو ی 
قبلا" گفته شد که مشخص نمودن قانون توزیع در متغیرهای گسسته برای معرفی‌شکل‌کلی توزیع 
کفایت می‌کند ءبنابراین بااراثه قانون توزیع فوق هند سی بحث‌پیرامون این توزیع رادتبال 
می‌کنيم . اگز شرایطدوگاده فوق در مورد آزمایعی 2th, gale‏ سی وقتی که از جامعمای 
به‌حجم K): (N)‏ ) فرد به‌عنوان موفقیت و()ز - [()فرد به‌عنوان شکست در نظر گرفتسه 
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pa )‏ موفقبت نصیب ما N a‏ میآ ید . 


P(X)=n(X,N,n,K) = 





روش محاسبه میانگین و واریانس متغیری که توزیع احتمال آن براساس توزیع فسوق - 
هند سی‌می‌با شد نیزبه‌اقتضای شرایط موجود دراین‌توزیع به‌روشهای ساد هتری تبد یل می‌گرد د 
eS‏ ای رای ساس سی ات اکر ABs‏ 

قضیه ۳-۳ میانگین و واربانس توزیع فوق هند سی به‌ترتیب از روابط A(t‏ 
محاسبه می‌شوند . 





u=- (Y-Y) 


fH) (0-8) 02 


با حل یک مثال در مورد توزیع فوق هندسی » بحث در باره این توزیع را پایان‌دادہ 





و به‌بررسی توزیع احنمال ناپیوسته مہم بعدی بعنی توزیم پواسن می‌پرد ازيم . 
مثال ۳-۶ از ۸ نفر افراد شاغل در یک کارگاه ۲نفر با سواد و بقیه بی‌سواد می‌باشند . 
اگر از این کارگاه ۵ نفر را به‌طور تصادفی برای استفاده از یک مزیت شغلی انتخاب کلیم . 
الگ ماف ام مسر Rast‏ اب شت باه ی SGA‏ 
LEE A TEE E EE P E OTE‏ 
E E eas‏ یح سان ا اس وا ری اتان 
بند الف از رابطه (yg)‏ استفاده می‌کنیم . 


Clee 
P )۳( (۳,۸۰۵۳)(ء‎ = : ; ay الف ۔‎ 


ب از روابط(۲-۷) و (۲-۸) استفاده میکنیم . 





فصل سوم - توزیع احتمال uy‏ 


H a = As ۵ 
۲ N-n nk K ۳ 
o sly HM) 5۱۱/۸۷۵۱۱۰ ۵ 


ب -۱- ۲: توزیع پواسن 

دز عملیات آماری مواردی پیش می‌آیند که در آنہا ميانگین و یا متوسط وقوع یک حاد ثه 
خاص‌که می‌توان آنرا موفقیت نیز تلقی نمود برای آمارگراز ابتدا مشخص بود هو او می‌خوا هد 
بداند که احتمال وقوع ) x‏ ) بار موفقیت چقدر است ؟ بەعنوان ال محقق‌می‌داند کهبه حلور 
متوسط همه‌ساله دیستانپا به‌علت بارش برف ۴ روز در زمستان تعطیل است و او می‌خواهد 
ola‏ احتمال ST‏ امسال =F)‏ × ) روز به‌همین علت مدارس تعطیل گردند چقدر است ؟در 
چنین مواردی از توزیع احتمال گسسته‌ای به‌نام توزیع پواسن می‌نوان استفاده نمود . 

شکل کلی این توزیع را نیز عمانند توزیعهای ناپیوسته قبلی با اراثه قانون توزیع 
احتمال آن بیان می‌کنیم oS,‏ ر یک آزمایش وقوع موفقیت ( × ) یک متفیر گسسته بوده و 
میانگین u ( oT‏ )معلوم باشد احتمال وقوع ( × ) بار موفقبت در آن آزمایش ازرابطه (۲-۹) 
بەد ست می‌آید که این رابطه همان قانون توزیع پواسن می‌باشد . 


See (F-4)‏ و سا 


xi 
میانگین وقوع موفقیتما و ( ع ) عددی تابت بوده و مقدار آن تقرپیسا"‎ ) p ( د ر این رابطه‎ 
ع ) می‌باشد » درتوزیع پوا س‌چنان که د یدیم میانگین از قبل مشخص بوده و مقدار‎ = ۲/۷( 
. واریانس نیز مساوی مقدار میانگین می‌باشد‎ 
E ضرف و م رما یو رجا ا اسان‎ eel pena, 
ر‎ SAS کته بهع‎ E می‎ E ات فصضال‎ 
. می‌باشد . ب‌راحتی می‌توان از رابطه (۲-۹) مسئله را حل نمود‎ {u =۴ ox پاسخ: (ع-‎ 


۲ء - رک ete)‏ 


مقاد پر احتمال مطلق و تجمعی توزیع پواسن برای بسیاری از مقادیر ( u‏ ۰ × )کہہشتر 
مورد تباز هستند محاسیه گردیده و در جداولی منعکس شده است که جدول مربوط به‌مقاد پر 


HA‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


بەراحتی میتوا 20 0 ۳ او که 2 
پاسخی را که برای مثال (Yy)‏ بهد ست آوردیم یک بار دیگر با استفاده از جدول به دست 


می‌آوریم . 


X gf) = ۰/۸۸۸۲ - ۷۸۵۱ = ۲‏ اگ -(۴ و EP (x‏ = (۴و ۲)۶ 
تذ کر نکته‌ای در مورد توزیع پواسن ضرورب دارد و آن این است که هیستوگرام توزیع 
دوجمله‌ای وقتی که مقدار م بزرگ بوده‌ومقدار ( < ) بسیار کوچک و نزدیک به صفر است 
(مقاد یری از قبیل ۰/۰۰۵ = ص و ۰...)» به‌هیستوگرام توزیم پواسن شباهت زياد ی‌داشته 
و به همین دلیل در چنین مواقمی می‌توان مسائل توزیع دوجمله‌ای را از طریق 
توزیع پواسن به صورت ساده‌تری حل نمود . با حل یک مثال دراین موردبحث توزیع 
پواسن و نیز توزیعهای گسستهرا به‌پایان رسانده و بهررسی‌توزیعها ی‌پیوسته‌خواهیم پرداخت 
متال ۸ - ۳. احتمال آنکه در جامعه تهران » افراد درآمد ماهیانه بیش از یک میلیون تومان 
داشته باشند ( ۰/۰۰۱ = د ) می‌باشد مطلوب است احتمال آنکه در یک نمونه Ao oo)‏ )نفری 

تعداد افراد با درآ مد مزبور کمتراز ۷ نفز Sash‏ 

پاسخ : توزیع اصلی برای مثال فوق توزیع د وجمله‌ای می‌باشد اما چون ( (n‏ بزرگ بوده و 
مقدار ( p‏ ) نیز خیلی کوچک است ابتدا ميانگین را از توزیع دوجمله به‌دست آورده و بفیه 
یو وا با افو se‏ بوایت هل سے کی 


U = NP = ۰ )۰/۰۰۱( =A 


۶ 
۴ = (۸و (x‏ "ور = ۸1 و (۷ ۶ PIL‏ 


ب ۲ . توزیع احتمال پیوسته 

ys‏ سای ا ولیه این فطل طلا عه گردین که شاب اعشال ole?‏ برای فزرک از 
مفادیر یک متفیر پیوسته جز با استفاده از ابع چگالی احتمال و محاسیه احتمال فاصلماي 
برای همین متفیر جز بااستفاده ازتابع توزیع‌احتمال که مقادیر احتمال تجمعی را برای‌هریک 
از مقادیر آن متفیر بهد ست مید هد . ممکن‌نیست . همین مسئله ضرورت بررسی توزیعہسای 
احتمالی را که به‌متفیر پیوسته مربوط می‌شوند و می‌توان از LET‏ برای محاسبه مقاد پراحتمال 
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استفا ده نمود ثابت می‌کند . همچنین قبلا" د یدیم که مقداراحتمال نقطه‌ای برای یک متغیر 
روشک ارات 1اریم E‏ وا eee‏ من die‏ مب سس شا 
بسیار ناچیز بوده و لذا قابل اغعاض می‌باشد و بەھمین دلیل تابع چگالی احتمال‌نیزکه‌مورد 
eating!‏ املی آن lhe Meas las ea‏ ا غد ایت lO ab‏ دیا ردس مید هد 
از طرف‌دیگر د رست یه‌هما ن د لا یلی‌که احتمال‌نقطه‌ای را برای یک متفیر پیوسنه غير ضروری 
EEE EE SSE‏ یس ری E SNES‏ 
مید انیم مقداراحتما ل فا lolo‏ ی‌معمولا "با استفا د ها زمقاد یراحتمال تجمعی‌به‌د ست میآ ید که د ریک 
متغیرپیوسته »تابع توزیع احتمال نقش مہمی را در محاسبات ایفا می نماید و مهمترین‌خاصبت 
تابع چگالیاحنمال نیز این است‌که از طریق آن می‌توان تابع توزیع احتعال را بەد ست ورد . 
توضیحات فوق Tol‏ وری مطالبی بودند که قبلا" پیرامون توزیم احتعال پیوسته گفنه 
بود یم و حال نوبت به‌بررسی توزیعهای احتعال پیوسته‌ای می‌رسد که در آمار حائز اهمیست 
می‌باشند .تنها توزیم احتمالی‌که برای محاسبه مقداراحتمال یک متفیر پیوسته اهمیت‌داشته 
3 در سطح وسیعی در آمار مورد استفاده قرار می‌گیرد » توزیعی بهنام توزیع نرمال می‌باشد . 
این توزیع نه تنها در محاسبه احتمال برای منفیر پیوسته نقش اصلی را ایفا می‌کند بلکه در 
محاسیه احتمال بسیاری از متفیرهای گسسته نیز نقش مپمی را به‌عهده دارد زیرا چنانگه 
خواهیم دید دربسیاری از مواردا مارگران توزیعهای احنمال‌گسسته ازقبیل توزیع د وجمله‌ای 
را بەتوزیع نرمال تبدیل نموده و محاسبات‌خود را بااستفاده ازتوزیع نرمال‌انجام مید هند . 
به‌این دلایل مبحث توزیع احتعال پیوسته را در بررسی توزیم نرمال خلاصه میکنیم . 


ب د ۱-۲ : توزیع نسرمال 

همانطورکه قبلا" گفته شد دربین توزیعپای‌گسسته و پیوسته‌ای‌که در آمار مورد استفاده 
قرار می‌گیرند توزیع نرمال مہمترین آنها می‌باشد که البته این توزیع مربوط به‌متغیر پیوسته 
می‌باشد . همانند توزیعهای احتمالی که قبلا" مورد بررسی قرار گرفتند در اینجا نبزد رمورد 
شکل کلی توزیم ومیانگین و واریانس آن توضیحاتی‌داده و سپس روش محاسبها حتمال‌حوادث 
مختلف را با استفاده‌از توزیع نرمال موردبررسی قرار خواهیم داد . زیرا برخلاف توزیعهای 
احتمال گذ شته » روش محاسبه احتمال از طریق توزیع نرمال ویژگیهایی دارد که بەیک بحث 
تفصیلی مستقل در این مورد نیاز دارد . 

شکل (۳-۳) یک متحنی توزیع نرمال را نشان می‌د هد . چنانکه ملاحظه می‌گردد در 
توزیع نرمال مقدار احتمال نقطه ( = ږ) از هر نقطه د یگری بیشتر است و به‌تدریج‌که‌از نقطه 
gene 1‏ طرف ES‏ می‌کنيم قا دیو ا عضال به‌ضورت "hee gost A‏ کم یشو 


۱۰ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز رگانی 


یه‌نحوی که به‌عنوان مثال داریم : 
ee‏ هی و P(pto)=P(y-o) , Putia) = P(Y},‏ 


چون شکل کلی منحنی نرمال به‌کاسه زنگ اخبار شباهت دارد از این توزیع گاهی با عنوان 
توزیع زنگی شکل نیز یاد می‌شود . بنابراین منحنی نرمال یک متحنی زنگی شکل است که‌سه 
خصوصیت زیر را دارا می‌باشد . 

١‏ این منحنی که bli‏ مختلف آن مقادیر احتمال را برای تقاط متناظر ol‏ روی‌محور 
x)‏ ) ها نشان مید هد . در ابتدا یک منحنی صعودی بوده و در نقطه sy‏ به حداکثر 
مقدار خود می رسد و سپس در نقاط بعداز میانگین به‌صورتی کاملا" متقارنی نسبت به‌ماگزیمم 
منحتی نزولی می‌شود . 

Y‏ نتیجه طبیعی خصوصیت فوق این است که در توزیع نرمال مقدار میانگین » ميانه 
و نما باهم مساوی خواهند بود . زیرا وقتی که دوطرف صعودی و نزولی منحنی نسبت‌به‌نقطه 
( رر ب عد)قرینه باشند i‏ طبیعنا" این نقطه د رست وسط مقادیر ( (a‏ قرار خواهد داشت . از 
طرفی نمای مقا دیر یک متغیرآن مقدار است‌که مراوانی مطلق و نسبی‌آن بیش از سایر مقاد پر 
باشد که وقتی مسئله‌ای به‌صورت‌نظری حل می‌شود , فراوانی نسبی جای خود را به احتمال 
نظری مید هد . بنایراین نما در توزیع نرمال نقطه‌ای است که بیشترین احتمال‌را دارا باشد 
که در این صورت این نقطه همان میانگین می‌با شد . 


w(x) 


t | 


(۲ 1 etd p~g Hoy Heo etd pats 


شکل (۲-۲) یک منحنی توزیع احتمال نرمال 
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۳- چنانکه قبلا" گفته شد e‏ سطح زیر منحنی مربوط به‌توزیع احتمال یک متغیر پیوسنه 
نشان دهنده مجموع احتمالات‌مقادیر مختلفآن متفیربوده و بنابراین برابربا(۱)می‌باشد . 
مید انیم که منحنی توزیع احتمال‌برای یک متغیر پیوسته ,بر اساس تابع چگالی احتمال 
آن بعد ست میآید و به‌علاوه با استفاده از تابع چگالی احتمال مقدار احتمال نقطه‌ای آن 
متفیرنیز بەد ست میآید .اگرچه برای یک متغیر پیوسته‌احتمال نقطه‌ای چندان مورد احتیاج 
نیست » با این وجود معرفی تابع چگالی توزیع‌نرمال » مفید به‌نظر می‌رسد .این تابعبه‌صورت 


زیر می‌باشد . 





۱ mel ( ZH ٢ 
G(x) =n(xjl,0) سس‎ eT 0 
0٦ 


چنانکه ملا حظه‌می‌شود این تابع از متفیر ( × )و نیز از مقدار پارامترهای p‏ » 6 تبعیت 
می‌کند .محاسبه مقدار میانگین وواریانس متفیری که توزیع احتمال آن نرمال است بااستفاد ه 
از همان روشپایی که در فصل دوم آمد انجام می‌گیرد و ویژگی مہمی ندارد . 
مثال ۱۰ -۳ : متفیر تصادفی L )  (‏ ميانگین (y  ۵(‏ و انحراف معیار ( ۲= g‏ )درد ست 
است . احتعال آنکه در یک آزمایش مقدار af)‏ ج ) اتتخاب شود چقدر است ؟ 
پاسخ : این یک احتمال نقطه‌ای است که مقدار آن را می‌توان از رابطه (Tote)‏ یعنی تابع 
چگالی احتمال نرمال محاسبه نمود , 


1 شب 
er‏ ۳۱ 


این مقدار ذر شکل (۳-۴) به‌صورت خط چین نشان داده شده است . 

اما همان طورکه می‌د انیم برای یک متفیر پیوسته معمولا" به‌احتمال‌ناصله‌ای نیازمند یم 
و این گونه احتمال با استفاده از ab‏ اولیه یا انتگرال تابع چگالی که تابع توزیع نام دارد 
بەد ست میآید . به‌عنوان مثال اگر به‌خواهیم(۳ > X‏ > ۲)طرا در مثال (۰(-۳)بهد ست 
آوریم باید به‌صورت کلی زیر عمل کنیم . 


۳ Y 
۳) ۲ ۳ <f) = ۴ (x ۵ ۲( - f ni Xð) = F(y) - 7 )٢( 


\ 
P{ x=¥)= nifas) = بسچ‎ 
yT 





آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


سپس مقاد یر هریک از دو جمله سمت راست را محاسبه نموده و مقدار احتمال مورد نظر را 
بەد ست آوریسم اگر منحنی توزیع ترمال فوق به‌صورت زیر باشد مقدار احتمال محاسبه شده 
برابر سطح هاشور زده زیر منحنی خواهد بود . 











(v-¥) شکل‎ 


بد ون شک انجام محاسبات فوق برای بهد ست آوردن احتمال فاصله‌ای در هر مسئله- 
کاری مشکل است و شخص "رزو می‌کند که همانند توزیعهای د وجمله‌ای و پواسن جداولی در 
اختیار داشته باشد که مقدار احنمال تجمعی برای هریک از مقادیر ( × ) را نشان دهد . اما 
تا مین این تقو استه برای امه EE‏ ی تیال آمرق گر نان و ا مقدوز میا شد زیر ریک 
از دو پارامتر میانگین (u)‏ و انحراف معیار ( (o‏ بینہایت مقدار را می‌توانند اختیار کنند 
و به ازاء هریک از این مقادیر» منحتی نرمال خاص وجود دارد . بنابراین بینهایت توزیسع 
نرمال موجود است و مسلم است که نمی‌توان برای همه آنها جدول تابع توزیع (انتگرال‌تابع 

. چگالی ) را تنظیم نمود . برای حل معضله فوق » یعنی برای نکه بتوان در حل مسائل‌مربوط 
به‌توزیع نرمال از جدول استفاده نموده و بدین ترئیب حجم محاسبات و عملیات لازم را 


کا هش داد روشی ابداع شده است که ذ یلا" توضیح داد ه می‌شود . 
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ب ۲ ۲ . روش ساده محاسبه احتمال فاصله‌ای با استفاده از توریع نرمال 


همان‌طور که قبلا" گفنه شد خاصیت اصلی روشی که ذ یلا" توضیح داد »‌می‌شوداین‌است 
که استفا ده از جد ول را در حل مسائل مربوط به‌توزیع نرمال میسر می‌سازد . برای رسیدن 
به‌این منظور مقدار abe‏ احنمال  ۰۰۰۱(‏ ) بر Vile‏ مقادیر مختلف ( پر ) محاسبه شده 3 
در جدولی به‌نام جدول ( 7 ) که ضمیمه این‌کتاب می‌باشد ثبت شده است. چون تابع توزیع 
( جج )یعنی‌تابع توزیع نرمالی‌که‌میانگین‌آن(»- با )و انحراف‌معیار آن (2۱ 0 )می‌باشدینام 
رما لاستاندارد معروفا ست‌به‌جد ول مزبورنیز جد ول مقا د پرنرما ل‌استانداردگویند . با دا شتن‌همین 
یک جدول در واقع هدف مزبور تامین شده است bej‏ با داشتن جدول مقادیر 7 بەراحتی 
می‌توان تعداد احتمال فاصله‌ای را برای توزیعهای نرمال با میانگین و انحراف معیارهای 
گوناگون بد ون آنکه عملیات مطروحه قبلی ضرورت یابند محاسبه نمود . دلیل این امر و 
کیفیت انجام این عمل ذ یلا" توضیح داده می‌شود . ضمنا شکل (۵ ۳ ) یک توزیع نرمال 
استاندارد ( 7 ) را نشان مید هد که به‌صورت کلی ) }606 n(Z‏ نشان داده می‌شود . 


-۴ ۰۳ Fry o ( ۲ ۳ ۴ 


شکل ( ۵ - ۲) منحنی نرمال استاندارد 


مسئله‌ای که باعث مي‌شود بتوانیم برای محاسبه احتمال فاصله‌ای pole‏ مختلف یک 
متفیر تصادفی مثل ( × )با توزیعاحتمال نرمال و هر مقدار میانگین و انحراف معیا ردلخواه 
از جداول مربوط به‌توزیع 7 استفاده‌کنیم این است‌که مقدار احتمال فاصلها ی براساس‌مقدار 


سطح زیرمنحنی ترمال‌محاسبه می‌شود که این‌مقدار به‌نوبه* خود از طریق‌محاسبه مقدار تابہع 


۵٤‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو jl‏ گانی 


توزیع (انتگرال تابع چگالی ) Fr)‏ قابل‌اندازه‌گیری می باشد وچنانکه‌بعدا" ثابت می شود هر 
مقدار ( X‏ )د رهرتوزیم‌نرمال بایک‌مقدار ( 7 )درتوزیم نرمال‌استاندارد متناظراست‌به‌طوری‌که 
اگر آن مقدارخاص × را با 3 )و آن‌مقدارخاص ( 7 )را با( ,2 ) نشان د هيم داریم : 


li 
=j 
نی‎ 
WN 
s 
Il 


Xy 2‏ 
o(x)dx =F(x,) i | (2‏ ۱ 
یعنی اینکه سطح زیز منحنی نرمال تا قبل از نقطه ( ج ) در توزیع نرمال ( × ) با سطح‌زیر 
منحنی ترمال تا قبل از نقطه (, 2 ) در منحنی 7 باهم برابر بوده و لذا داریم . 


P(X <x, )=P(Z < 39 


ندیجه‌ای‌که از این بحث گرقتے می‌شود این است که اگر بتوان برای هرمقدارمتفیر 

" تصادفی باتوزیع نرمال و باهرمقدار ( ر و ی )دلخواه نقطه‌متناظرش را در توزیع 7 بەد ست 
آوریم به‌راحتی می‌توان مقدار احتمال فاصله‌ای در آن توزیع نرمال را با استفاده از جدول 
( )ماه تما قیمع یدای که دو خوزيم ا ره جیت هکل گی کرو سیا کو 

انحراف معیار می‌توانند باهم تفاوت داشته باشند اگر شکل کلی دو توزیع نرمال باشد » در 
نتیجه می‌توان گفت که آن دو توزیع نرمال فقط از دو جہت می‌توانند pel‏ اختلاف داشته 
باشند بدین ترتیب که یا فقط میانگین این دو توزیع باهم تفاوت دارد و یا انحراف معیار 
آنها و نهایتا" ممکن است دو توزیع نرمال هم از نظر میانگین و هم از نظر انحراف معیسار 
باهم متفاوت باشند . بطور طبیعی نتیجه این مطلب آن است که مقدار ( × ) در یک توزیع 
نرمال تیز به‌همین دو دلیل بوده است که با مقدار ( g‏ ) در توزیع نرمال استانداردتفاوت 
پیدا کرد ه است (این مطلب در قسمتهای بعدی بیشتر توضیح داده خواهد شد ) . چه اگر هر 
توزیع نرمالی دارای مشخصه‌هایی با مقادیر (ه لو ۱= ن ) باشد مقادیر × در محور افقی 
آن دقیقا" بر مقادیر 2 منطبق خواهند بود .بنایراین برای آنکه‌مقدارمتناظر × را در توزیع 
( 7 ) به‌دست آوریم UL‏ ببینیم مقدار متغیر ( × ) که دارای توزیع نرمال با مشخصه‌های 


, )باشد چقدر خواهد شد‎ o =) ase) )است » در صورتی که فرضا مقدار‎ of} 3 uže) 


١‏ ۔۔تناظر فوق فقط برای احتعال فاصله‌ای وجود دارد و مقدار احتمال نقطه‌ای چنین 
تنأظری پیروی‌نمی‌کند پعنی‌بعنوان مثال اگر در یکتوزیع نرمال (۰۱۰۵ n(x‏ نقطه متناظر 
با نقطه (۵ = (x‏ در توزیع 2 ۰ نقطه (۱- 2 ) باشد رابطه زیر "Lel‏ وجود ندارد . 
)1= 2 ) ط <(۵ < د) ط . 


فصل سوم - توزیع احتمال ۱۵۵ 


برای این کار ابتدا روش محاسبه مقدار ( × ) را برای حالت فرضی ( ۰= لړو )= 6 )نوضیح 
داده و سپس طرز محاسیه این مقدار را در حالت (ه- با و =١‏ 6 ) شرح میدھیم که نتیجه 
بەد ست T‏ مد ه پس از مرحله دوم همین مقدار متناظر × در توزیع ( 7 ) می‌باشد . 

بحث را از محاسیه مقدار ( × ) که توزیع نرمال داشته و مشخصه‌های آن guise)‏ ۱ 
۵ ) است برای حالت فرضی puso)‏ #۱ ) شروع می کیم . می خواھیم بدانیم که اگر 
به‌جای مقدار ميانگین فعلی مقدار ( .= لا ) بود و انحراف معیار. همین مقدار فعطی را 
می‌داشت . مقدار ( × ) ae‏ تفییری می‌کرد . به‌شکل (pie)‏ نگاه کنید . در شکل الف یک 
منحنی ترمال با مشخصه‌های ( ہ= لإ و ۲< ن )و در شکل ب یک منحنی‌نرمال با مشخصه‌های 
(۵ نا و ۲= 6 ) رسم شده است و مصداق بحث مادر این شکل خاص این است کەآیامقدار 
متفیر ( × )درشکل ب (فرضا" x = ٣‏ )چه مقداری باید با شد درصورتی‌که ميانگین منحنی 
به‌جای (۵ U=‏ ) مقدار ( ۰= (H‏ را دارا بوده و سایر شرایط ثابت باشد همان طور که‌د رشکل 
ملاس بو کش واه شک بت کان کسی الق اس cess‏ تقاط ای اہ اعد رات 
منتقل شده و نتیجتا" میانگین آن از ( ۰= لا ) به (۵ = لإ ) تغییر یافته است . بنایراین اگر 
از هریک از مقاد یر( × ) در منحنی ب همین ۵ واحد افزوده شده را که با مقدار میانگیسن 
این منحنی برابر است » کم کنیم در واقع مقدار میانگین ۵ واحد کم شده و نتیجنا" نقطه 
کاظر تی کسر cal tees,‏ مس غامد وهای بت اس پات مایم 


(۲- = ± ) این مقدار متناظر »"به‌قرار زیر است . 
۸۔ = ق۔ PS ٣‏ = مقدارمتناظر (2-۲ × ) درمنحنی ألف 


بنابراین برای آنکە د ر حالت ثبات سایر شرایط مقدار ( > ) را با هر مقدار دلخواه و هر 
توزیع نرمال با میانگین (ه # لا )برای حالت فرضی )0 = لإ ) بەد ست آوریم کافسی است 
مقدار مياتگین را از آن کم کنیم . 

حال زمان آن فرا رسیده است که پبینیم اگر علاوه بر شرط (ه = ا )» شرط دوم‌یعنی 
)1= 6 ) نیز فرض شود در مقدار ag Y‏ تفییری ایجاد می‌شود . به‌راحتی قابل اثبات است 
که هرگاه ) × ) متفیری باشد که دارای توزیم نرمال با هر میانگین دلخواه یوده‌ولی انحراف 
معیار آن )£1 o‏ | باشد اگر هریک از مقادیر آن را بر اتحراف معیار آن ( رن )تقسیم‌کنیم 
مقدار متناظر همان نقطه در یک توزیع نرمال دیگر با همان مبانگین ولی یا انحراف عیسار 
o=1)‏ )به دست‌می‌آید و بنابر این برای‌آنکه 2 متناظر با یک مقدار( × )باتوزیع 
نرمال و با خصوصیات ۰ وب و ۱ # ن ) را بەد ست آوریم کافی است ابتدا مقدار میانگیسن 
توزیع مورد نظر را از آن مقدار خاص > کم کنیم تا ميانگین توزیع (۰ = لا ) شود و سپس 


14٦‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازرگانی 


نتیجه را به‌انحراف معیار OT‏ توزیع تفسیم کنیم تا انحراف معیار آن نیز (۱ = 0 ) شده و 
نتیجتا" مقدار 8 متناظر با نقطه مورد نظر بهد ست آید . یعنی داریم : 





(X=x) متناظر با‎ z= => 


(Y=) شکل‎ 


علت این‌اهر نیز روشن‌است . می‌دانیم که سطح زیر منحنی » در همه منحنی‌های‌توزیم 
احتمال نرمال برابر ۱ می‌باشد (چون مجموع احتمالات مربوط به همه حوادث یک آزس‌ایش 
برابر ١‏ است )ازطرفی در یک منحنی میانگین مرکز توزیع و انحراف معیار , طول محور( (X‏ 
دریین دوتقطه غاز وپایان سحتی زا تشخص می‌سا زد :۱ با توجه‌ابه مطالت رق با سی 
دقت در می‌یابیم که کشیدگی یا پہنی منحنی نرمال bas‏ به‌مقدار طول محور ( X‏ )ها در 
زیر منحنی (بین دو نقطه آغاز و بایان آن ) بستگی دارد . زیرا نحنی مساحت ثابت و 
مشخصیرا روی‌نقاط این طول تقسیم و توزیع می‌نماید . بنایراین هرچه فاصله محور ( × )ها 
در بین دو نقطه آغاز و پایان منحنی نرمال بیشتر باشد منحنی پهن تر می‌شود و بعکس 
هرچه این فاصله کمتر باشد منحنی درازتر و کشید ه‌تر می‌شود . دو شکل (۵ -۳۰) و (۲-۷) 
را باهم مقایسه کنید . در شکل (۵ — ۳) که یک منحنی نرمال استاندارد است متحنیازنقطه 
(۴- = بر )شروع‌شده و به نقطه x =F)‏ )ختم می‌شود یعنی‌طول محور ( r‏ )ها د رزیرمنحنی 

١‏ بر طبق قضیه‌چبی شیف‌فاصله 1 [(u-r o J=(u + o‏ بیش از ٩٩‏ مقا دیر 
( × ) را در بر می‌گیرد . این مستله در شکل ols (yy)‏ داده oat‏ است . 


فصل سوم - توزیع احتمال ا 


فقط ۸ سانتی متر است و به‌همین دلیل این منحنی نسبت به‌منحنی (YY)‏ که طول محور 

x (‏ )ها در زیر منحنی آن ۲۴ سانتیمتر است » کشیده‌تر می‌باشد . منحنی (PAV)‏ نیز سک 
منحنی نرمال با bluzo‏ #۱ 6 می‌باشد . از طرفی چنانکه گفته شد طول محور ( x‏ )هادر © 
زیر منحنی فقط توسط انحراف معیار ( 6 ) مشخص می‌گرد د یعنی هرچه مقدار O‏ بیشتر با شد 
این طول هم بیشتر بوده و بالعکس . نتیجه‌ای که گرفته می‌شود این است که کشیدگی و پخی 
یک منحنی فقط به‌مقدار ی بستگی دارد . در دو شکل )0 — 1( و (PHY)‏ نیز این جریان 

به وضوح مشپود است . دوشکل زیر هر دو نرمال بوده و میانگین‌هردو نیز ( ه = ا )می‌باشد 

و تنها تفاوت این د وشکل درانحراف معیار آنهاست زیرا مقدار انحراف معیارمنحنی (YO)‏ 
همانگونه که ملاحظه می‌گردد (۱- ی ) است در حالی که در منحنی (PY)‏ این‌مقدار معادل 
( ۳= 0( می‌باشد و بنابراین همین بزرگی مقدارانحراف معیار علت بخ تربودن‌شکل (۳-۷) 
نسبت به (۳-۵) می‌باشد . 





و سے — ۲ ۱ ° oY‏ 


شکل (۵- ۳) یک توزیع نرمال استاندارد 


1 t 


0 با ما ات ایا نتاس لا شا ال‎ 
-JY -A -A -Y-F -åA e 1 ۲ ۲ ۲ ۵ ۶ ۷ ۸ ٩ iv 


شکل (yy)‏ یک توزیع نرمال با (ه = ep‏ ۳ - 6 ) 


۱۵۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


مطلب فوق دلیل اصلی‌نکنه‌ای است‌که قبلا" به‌عنوان روش بهد ست‌آوردن نقاط متنا ظر 
در دو توزیع ( 2 ) و یک توزیع نرمال با (ه = لاو ۱ # 6 ) تشریح گردید , در این روش 
گفتیم که اگر مقدار متفیر ( × ) را بر 0 تقسیم کیم مقدار ( 7 ) متناظر آن بەد ست می آید. 
بدین ترتیب که به‌عنوان مثال اگر تنها تفاوت دو منحنی (۲-۵) و (YAY)‏ در اتحراف 
معیار آنها باشد که در این مثال ( ره ) سه برایر ( رن ) می‌باشد بنابراین اگر فاصله [ (F)‏ 
-(۴-) ] را كەد و حدمتفیر ( 2 )می‌باشد سویرابر کنیم این فاصله به‌فاصله(( ۱۲ )-(۱۲-) ] 
تبد یل شده و متفیر 2 نیز به‌متفیر ( × ) که منحنی آن » منحنی (۳-۷) می‌باشد تبدیل 
می‌گرد د . عکس این جریان نیز صادق است یعنی اگر فاصله زیر منحنی (۳-۷)را برانحراف 
معیار آن یعنی عدد (۲) تقسیم کنیم منحنی (PHY)‏ تفیبر شکل داده و کاملا" بر (۳-۵ ( 
منطبق می‌گرد د . می‌توان این مسئله را به‌این صورت نیز بیان نمود که یک سطح ثابت متل 
یک سانتیمتر مریع » یک اینج مربع و یا هر مقدار ثابت دیگری › وقتی بخواهد در یک alol‏ 
۸ سانتیمتری روی محور × ها قرار بگیرد یعنی ضمن اینکه شکل کلی آن مشل منحنی‌نرمال 
است انحراف معیار آن (۱- 6 ) باشد مطمئنا" مشابه منحنی (POF)‏ خواهد بود و همین 
سطح ثابت اگر بخواهد به‌شکل منحنی ترمال و با انحراف معیار (۳= 6 ) توزیع گردد شکل 
آن قطعا" مثل شکل (۵ - (Y‏ می‌باشد . 

قبلا" گفته شد که علت آنکه سطح زیر منحنی در همه منحنی‌های توزیع احتمال ثابت 
فرض می‌شود این است که همه آنہا مجموع احتمالات مربوط به‌همه حوادث ممکن‌الوقوعد ریک 
آزمایش را نشان می‌دهند که این مقدار برابر y‏ می‌باشد . اگر سطح زیر منحنی در هریگ از 
دو شکل (۳-۵) و (۲-۷) را یک‌سانتیمتر مربع فرض کنیم در شکل (ھ-٢)‏ این یک سانتیمتر 
مربع بین ۸ سانتیمتر بطور نرمال تقسیم می‌شود در حالی که در شکل (Py)‏ همین پک 
سانتی‌مترمربع بین ۲۴ سانتیمتر به‌صورت کلی نرمال توزیع می‌گردد . این مطلب رابه‌صورت 


زیر نیز می‌توان نوشت . 





شکل (۲-۵) شکل rf)‏ ( 
پچ سے ہے سر enn‏ ا 5 
che = ۱ cn?‏ زیر منحنی = p(x),‏ | = بر (ع2) ما | = سطح زیرمنحتنی 
~if‏ و 


از این‌گونه روابط برای اجزاءو قسعتهای‌کو چکتر محور ( × ) ها نیز می‌توان نوشت . به‌عتوان 
replaces‏ 


)۲-۵( درشکل‎ | oa -| 80 
Ay 


۱۲ 2 





فصل سوم - توزیع احتمال 7 


همان‌طور که ملاحظه می‌شود اگر بخواهیم مقدار 7 متناظر با هریک ازمقاد یرمتفیری 
مثل x)‏ ) را که دارای توزیع نرمال غیر استاندارد اما با (pp se)‏ که در شکل (۳-۷)نشان 
داده شده است e‏ بەد ست آوریم کافی است آن را برانحراف معیار خود تقسیم کنیم .این 
قاعده برای هر مقدار دلخواه shim Glow!‏ صادق است . چون اگر به فرض (۱< (o‏ باشد 
در آن صورت مقدار محور ( × ) ها در زیر منحنی نرمال مربوط بزرگتر از همین مقداردر زیر 
منحنی Z‏ است و با عمل تقسیم » طول محور × ها در زیر آن منحتی نرمال و منحنی(2 ) 
مساوی می ‌شوند . بعکس اگر ( >١‏ 0( باشد طول محور ( × )ها در زیر منحنی مربوط به خود 
کوتاهتر از مقدار مشابه آن در منحنی ( 7 ) بوده و با عمل نقسیم بازهم این دو طول‌مساوی 
هم خواهند شد و بدین ترتیب رابطه (۳-۱۱) اثبات می‌گردد . 


نز - مد 


Z= 7 


چون در هر منحنی توزیع احتمال پیوسته مقدار سطح زیر منحنی تا قبل از هر نقطه 
مثل ( × ) نشان دهنده مقدار احتمال(یر> X‏ ) ۴بوده و کلیه نقاط روی محور x‏ ها در یک 
توزیع احتمال نرمال قابل تبد یل به‌نقاط متناظر خوه در توزیع ( 7 ) می‌باشد L)‏ استفاده‌از 
رابطه فوق ) .لزومی ندارد مقدار توابع توزیع احتمال نرمال را برای کلیه توزیعهای نرمال‌با 
میانگین‌ها و انحراف معیارهای مختلف محاسبه نمود بلکه با داشتن مقادیر ( رو و ی ) برای 
یک توزیع نرمال ءبەراحتی می‌توان بااستفاده ازجدول مقادیرتایم توزیع ( 2 )مقداراحتمال 
فاصله‌ای را حساب نمود . بدین ترتیب که ابتدا مقادیر( 2 ) منناظر با دو حد فاصله مورد 
نظر را به‌دستآورده و سپس سطح زیر منحتی نرمال استاندارد ( 7 ) را در این فاصله‌جد ید 
با استفاده از جدول ( 7 ) بەد ست می آوریم . 
مثال ۱ ۳-۱. فرض‌کنيم درشکل (۵ - (Y‏ مقدارع۰/۶-(2۱ F(Z‏ و ۰/۸ Mh ۳) 2 =¥)s‏ 
احتمالآنکه یک متفیر تصادفی مثل ( (X‏ مقدار ( X >٩‏ > ۳) را در منحنی (yy)‏ اختیار 
کند چقدر است ؟ 
پاسخ . اگر دو نقطه مورد نظر در شکل (۲-۷) با نقاط( 7۱ و ۳- (Z‏ در شکل (۲-۵) 
معتاظر باعند POE‏ کی UU‏ غل استیتابراین اعدا BES bay‏ این دو eb‏ تدر 
شکل (۵- (Y‏ بەدست می‌آوريم » داریم . 
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تناظر بین نقاط مورد نظر وجود دارد و لذا احتمال فاصله‌ای مورد نظر مقدار زیر را خواهد 


دام 


۹ E 
P(T<x<4) = | w(x) مرت‎ = ۱ o(z)d_= F(Z=yY)-F(Z=)) 
\ 
P (r <x > ٩( 5 )۲(- Pijs ۰/۸ - ۰/۶ = ۲ 


چنان که قبلا" گفته شد مقدار احتمال نقطه‌ا ی در یک توزیع پیوسته مساوی صفر فرض می‌شود 
و به‌همین دلیل رابطه زیر را داریم : 


P(X<x)= P(X <x) (۲ -۱۲(‏ 
زیرا تفاوت د وطرف چپ و راست معادله فقط یک احتمال نقطه‌ای(ر = (X‏ «می‌باشد که 
نادیده گرفته oa‏ 

سایق براین گفته شد که در بسیاری از موارد می‌توان مسائل مربوط به‌توزیعهای‌گسسته 
را نیز با استفاده از توزیع نرمال حل کرد . مهمترین این موارد حل مساعل تقریب تسوزیع 
دوجمله‌ای از طریق توزیع ترمال می‌باشد که ذیلا"' مورد بحث فرار می‌گیرد . 


ب ۳-۲. تقریب د وجملهای با استفاده از توزیع نرمال : 


اگر در مسه‌ای که پا استفاده از قائون توزیم د وجطه‌ای حل می‌شود احتمال فاصلای 
مطلوب‌بوده و مقدار ‏ نیززیاد و بزرگ باشد »حل مسئله دشوار خواهد شد زیرا برای‌جزهای 
بزرگ جد ول در اختیار نبوده و حل مستقیم نیز مستلزم عملیات ریاضی مفصل و پیچیده 
می‌باشد . از طرفی به‌راحتی می‌توان اثبات کرد که وقتی مقدار ( n‏ ) افزایش می‌یاید و عدد 
نسبتا" بزرگی می‌شود » اگر احتمالات مربوط به‌همه ی موفقیتہا که با ( ) ol‏ 
داده می‌شود به‌صورت هیستوگرام نشان داده شدہو از آن یک‌منحنی بگذرانیم » این منحنی 
تقریبا" مشایه منحنی نوزیع نرمال بوده و هرچه مقدار بیشتر شود این شباهت بیشتر و 
بیشتر خواهد شد . در شکل (T-A)‏ سن شی مہ وی ہت ۱۵۰ 


× ) ظ می‌باشد »نشان داده شده‌است . البته شرط بزرگ بودن مقدار ( ور )وقتی مطرحاست 
که مقادیر م و ې tL‏ فاصله نسبتا' oly:‏ سس ات تهاقف قربا سنا ند 
باشند ا یق یا ۶ gpa‏ ...)۰ حتی اگر مقدار م کوچک هم‌باشد 


00ھ ن تقریبا' 'نرمال است ٭ضمنا "فرا موش‌نشود که‌مقدارایند ونبایدخیلیبه ) o‏ ویا )١‏ 
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نزد یک باشد چون همانطور که قبلا" گفته شد اگر مقدار يا و به (ه با )١‏ نزدیک باشدبرای 
حل مسئله از توزیع پواسن استفاده می‌شود . 











۵ ۶ ۷ A ٩ fo ۱۱ ٢ 


۱ 
b{ X ۰۱۵۰ =) 


با توجه به‌مطلب فوق یعنی با توجه به‌اینکه در 1 های بزرگ منحنی توزیع دوجمله‌ای 
و نرمال تقریبا " شبیه یکد یگر هستند و اگر ‏ و ې مقداری نزد یک به )2( داشته باشند درو 
های کوچک نیز چنین شباهتی برقراراست »در بسیاری از مسائل مربوط به‌توزیع دوجمله‌ای 
ترجیح داده‌می‌شود کەاز توزیع نرمال‌که منحنی آن مشابه منحنی دوجمله‌ای می‌با شداستفاد ه 
شده و با استفاده‌از جدول ( 2 ) مسعلمراحتی حل شود .یرای gel‏ کار ایتدا فاصله‌متناظر 
با فاصله موردنظر را در منحنی ( Z‏ ) مشخص نموده و سپس با استفاده از جدول ( 7 )مسئله 
را حل می‌کنند . از آنجا که در اصل » توزیع مربوط به‌مستله توزیع د وجمله‌ای‌بوده 
و تمودار مربوط به‌آن یک نمودار هبستوگرام است که به‌منحنی نرمال تقریب شده است بايد 
در هنگام تعیین حدود فاصله موردنظر روی این منحتی ء به‌ویژگی هیستوگرام بودن‌آن‌توجه 
داشته و بر مبتای‌این خصوصیت ءفاصلہ مورد نظر را تعپین نمود . به‌عنوان مثال اگربخواهيم 
احتمال آنکه ( × ) در آزمایشی که منحنی آن در شکل (YA)‏ رسم شده است (۶>× >۴) P‏ 
را بەد ست آوریم ء این فاصله در روی منحنی نرمال به‌صورت (۵/ ۵> >۲/۵) p‏ نشان‌داده 
می شود . چون داریم . 
P )۴(+ P(»)‏ ۔(ء> P(Y > x‏ 
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مقدار هریک از دوجمله سمت Sauls‏ معادله فوق + برایر سطح مستطیلی است که برروی همان 
عدد قراردارد . و چون قاعده‌اصلی مستطیلهای فوق‌به‌ترتیب (۴/۵ - ۲/۵)و (۴/۵-۵/۵) 
می‌باشد اگر بخواهیم مقدار این دوجمله را از روی منحنی که از این مستطیل‌ها تقریب شده 


است بەد ست آوریم خواهیم داشت : 
P(f)= P )۳/۵ <x > ۴/۵(‏ 
P(d)=P(¥/d <x > ۵/۵(‏ 


و در dae‏ صحت ادعای فوق ثابہبت می‌گرد د و فاصله مورد نظر در توزیع دوجمله‌ای » روی 


منحنی نرمال به‌صورت زیر بەد ست می‌آید . 


Plr<x < ¥) = P ب+(۴)‎ Pldl= >۳/۵)ظ‎ x > ۴/۵(+ 
P(¥/O<x >۵/۵(2 ۳۲/۵ <x < ۵/۵( 


پس از آنکه فاصله مورد نظر در روی منحنی نرمالی‌که از تقریب هیستوگرام دوجمله‌ای‌به‌د ست 
آمده است مشخص شد , فاصله متناظر با آن را روی منحتی نرمال استاندارد ( 7 ) به دست 
می‌آوریم و مسئله را حل می‌کنیم . برای بهد ست آوردن فاصله متنا ظر برروی منحنی ( 7 )با 
همان روشی که قبلا" گفته شد عمل می‌کنیم یعنی دو نقطه ( 7 ) متناظر با دو نقطے دی 
فاصله مورد تظر را از رابطه زیر بەد ست ist‏ وریم . 


اس ہے 
ae‏ 7 


چون ( × ) متفیری با توزیع دوجمله‌ای است بنابراین داریم : 


u = nP 3 O, =V و‎ 


اگر این مقادیررا در رایطه قبل قرارد هيم رابطه (۲-۱۳) که خاص توزیع دوجمله‌ای می‌باشد 


. ست سیآ ید‎ OY 


z= X ۴ )۲-۱۳( 
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پس از آنکه فاصله مورد نظر » روی منحنی 7 بهد ست آمد با استفاده از جدول < مسکلے را 
حل میکنیم . 

در بسیاری از موارد این شیپه برای افراد به‌وجود می‌آبد که آیا شرایط تفریب توزیسع 
دونقطه‌ای بەنرمال وجود دارند یا خیر؟ به‌عبارت دیگر فرد مردد می‌شود که آیا ۲۱ به قدر 
کافی بزرگ و Ph‏ و ې به‌قدرگافی به‌عدد )$( تزذایکه acute‏ که توعد وجملهای‌را Jea‏ 
تقریب نموده و مسگله را با استفاده از جدول ( 7 ) حل کند ؟ با اینکه شرایط سورد نظر 
فراهم نبوده و باید علیرغم همه مشکلات مسئله را بازهم از همان قانون توزیع دوجمله‌ای 
حل کند .برای رهائی از این مشکل گفته می‌شود که‌اگر دو شرط زیر وجود داشته‌باشند تقریب 
توزیع د وجمله‌ای و بلامانعاست و در غیر این صورت نمی‌توان‌از توزیع نرمال استفادہ 
نمسود . 

nP > ð 3 nq > ۵ 

متال ۳۱۴۳ : ۶۰ توپہاعی که یک بازیکن‌بسکتبال پرتاب می‌کند وارد حلقه می‌شود .مطلوب 
است احتمال آنکه از yoo‏ پرتاب آینده کمتر از نصف WoT‏ وارد حلقه شوند . 
پاسخ: ۰/۶ p=‏ بوده» nP=Fe‏ و ngsfe‏ بودهو STEEDS‏ 
فراهم است و P(x cdo)" bad‏ نیز مطلوب مسئله می‌باشد . داریم : 


U = NP = )۱۰۰()۰/۶( = Fe 
o= VAPO >۷ )۱۰۰(۰/۶(۱۰/۴( = ۹ 


فاصله مورد نظر برروی منحنی نرمال همه نقاط قبل از (۴۹/۵ = × ) می‌باشد . که متتاظر 


آن را روی منحنی بهد ست می‌آوریم : 


f. 7‏ — ۴۹/۵ کی وو جو 
Z= = = - ۳‏ 
۷۴/۹ ۲۳9 ۷ 


بنایراین پاسخ مسئله مقدار زیر خواهد بود . 
e‏ 4 
Pl x< ۵۰( 22 bl Xaeteeg/f)=P(Z < -۲/۱۴۲( = ۶‏ 


این احتمال در شکل (v4)‏ نشان داده شده است 





Wig 
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Oh --—--- +e 


— 2.143 


شکل (۳-۹) مساحت مطلوب در مثال (۳-۱۳) 


مسائل فصل سوم 


۱ -ثابت کنید که در یک توزیم دوجملهای ې ۲ gh =n‏ می‌باشد. 
و متغبر نرمال استاندارد ( 7 ) را به‌صورت زیر داشته باشیم : 


ل = 2 


Ox 
. ثایت کنید که ۰ = نزو | = ره می‌باشد‎ 

۳- تابع چگالی‌متغیر نصادفی پیوسته y‏ که مقاد یر آن فقط بین صفر تا ۴ تفییرمی‌کند 
می‌کند عبارتست از a awl psy = 3 - aX‏ فی کی ا ال ( جرا acces‏ 
کنید . ب )  )۱> X<Y)‏ را پیدا کنید . 

۴- تابع چگالی متغیر پیوسته تصادفی X‏ که فقط مقاد یر بین ۲= »تا ۸ را اختیار 
می‌کند عبارت است از (۳+ a(x‏ که درآن چ عدد تابتی می‌باشد . 
الف ) a‏ را محاسبه کنید ب ) p(¥<xX«<d)‏ پیدا کنید . 

ج ) (۴< P(X‏ را پیدا کنید . د ) (۱>۰/۵ ۵-× ]ام را پیدا کنید . 

۵ - ه ه۵ لاستیک در اتبار شرکیتی‌وجود دارد که ۵۰ عدد آن معیوب است .یک‌مشتری 
٥‏ عدد از این لاستیکہا را می خرد احتمال اینکه وی ۸ لاستیک سالم را خرید هباشد چقدر 
است . 

SI p‏ احتمال وجود پسر و دختر مساوی باشد احتمال وجود پسران و دختران را در 
خانواده‌هاعی‌که دارای سه فرزند هستند پیدا کنید (به‌صورت جد ول توزیعاحتمال )و نمودار 
oT‏ را نیز رسم کنید . 

Yoo — Y‏ مسافر برای هواپیما جارزو کرده‌اند . اگر احتمال نیامدن مسافری که جارزو 
کرده است طبق تجارب گذشنه ۰/۰۱ باشد احتمال اینکه ۳ نفر نيایند چقدر است؟ 

۸ الف ) شورای شهری مرکب از شہردار و شش عضو شورا است » راجع به‌هر موضوع 


طرح‌شده با اکثریت آرای این هفت نفر تصمیم‌گرفته می‌شود . فرض کنید که شهردارمی‌خواهد 
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پیشنہاد معینی را به‌تصویب ol‏ اما ازحمایت شورا OG!‏ پیشنہاد یقین ندارد . همچنین 
فرض کنید که شش عضوء مستقلا" , هرکدام با احتمال ۴۰ بەنفع پیشنہاد مذکور رای مثبت 
د هند . چقدر احتمال دارد که این پیشنہاد تصویب شود ؟ 

ب ) فرض گنٹیم شہر دارد و متحد پا برجا دارد که مطمتن است به‌پیشنهاد رای مثبت 
مید هند این امر شانس تصویب پیشنهاد را چقدر افزایش خواهد داد ؟ (فرض کنید که چہار 

ج ) فرض کنید که همه شش عضو مثل قسمت (الف ) رای می‌دهند با این تفاوت‌که دو 
نفر از WoT‏ دوستان شهرد ارهستند و قبل‌از اجلاس با او مذاکره‌و توافق می‌کنند که‌د رداخل 
plans‏ رای د هه کا رشم Glee Sl‏ رین گردد و سیا las‏ فا یکا رچار می 
برای حمایت‌از آن موضع به‌اجلاس شورا بروند GT.‏ این موضوع شعار " اتحاد »پیروزی است 
و تفرقه » شکست است " را توجیه می‌کند با نمی‌کند ؟ 

٩‏ اگر تعداد مراجعین بهبانک به‌طور متوسط در ساعت ۷۲نفر ath‏ احتمال اینکه 
چہارنفر در سه دقیقه اول ساعت Gla,‏ مراجعه کنند چقدر است؟ 

۰ - هم لاستیک در انبار شرکتی ages‏ دارد که ۱۰ تای آن معیوب است .یک‌مشتری 
۵ عدد از این لاستیک‌ها را می‌خرد .توزیع احتمال را برای تعدادلاستیک‌های سالم خریداری 
شده به‌وسبله مشتری بهد ست آورید . 

۱ - نمره امتحان انگلیسی دو دانشجو بر حسب واحدهای استاندارد به‌ترتیب ۰/۸ 
و ۰/۴ می‌باشد . اگر نمره آنہا به‌ترتیب ۸۸و ۶۴ بوده و ئوزیع نیز نرمال باشد میانگین و 
انحراف معیار نمره‌ها را پیدا کنید . 

۲ - درامتحان نهاتید رس ریاضی » میانگین‌نمره‌ها ۷۲ و انحراف معیار آن ۱۵شده 

الف : نمره‌های ۷۲۰۹۳۰۶۰ را بر حسب واحدهای نرمال استاندارد تعیین کنید . 

& نمره‌های ۱/۶۰۱ را که برحسب استاندارد هستند برحسب تایم نرمال فسوق 

۳ - میانگین قد ٥ہن‏ پسر پانزده ساله ۱۵۱ سانتیمتر و انحراف معیار آن ۵ ۱می‌باشد 
با فرض اینکه توزیع قد آنہا نرمال باشد موارد زیررا محاسبه کنید در صورتیکه تمام اندازه‌ها 
به‌نزد یکترین سانتیمتر روند شده باشند . 

الف : قد چند دانشجو بین ۱۲۰ و ۱۵۵ ساتتیمتر است؟ 

ب ؛ قد چند دانشجو بیش از ۱۸۵ سانتیمتر است ؟ 


ج اقد dhe‏ دانهج کمتراز ۱۲۸ سانتیمتر است ؟ 


فصل سوم - توزیع احتمال 1۷ 


د : قد چند دانشجو مساوی ,۱۲۸ سانتیمتر است ؟ 


ه : قد چند دانشجو مساوی یا کمتراز ۱۲۸ سانتیمتر است ؟ 

۴ - میاتگین قطرداخلی yoo‏ واشر نمونه تولیدی یک ماشین ۰/۵۰۲ اینچ وانحراف 
معیار آن ۰/۰۰۵ اینچ است . 

با توجه به‌استفاده‌ای که برای واشرها در نظر گرفته شده ء ماکزیمم قطر قابل قیول‌از 
۶ تا ۰/۵۰۸ اینچ است در غیر این صورت واشرها معیوب تلقی می‌گردد .با فرض‌این 
که توزیع قطر واشرها نرمال است درصد واشرهای معیوب را تعبین کنید . 

۵ یک امتحان چند جوابی دارای »۳۰ سئوال است که فقط یکی از چہار جواب هر 
سئوال صحیح است . د انشجوبی می‌خواهد به ۸۰ سئوال این امتحان که هیچ اطلاعی از آن 
ندارد صرفا" از روی تصادف پاسخ درست د هد . مطلوب است احتمال اینکه این دانشجو از 
این ۸۰ سئوال تعداد ۲۵ تا ٠٣‏ سئوال آنرا جواب درست بد هد . 

۶- مقدار یا مقادیر 2 را در هریکاز سهحالت زیر با توجه بەسطح زیر منحنی‌نرما ل 

الف ) سطح بین صفر و 2 عبارت است از ۰/۳۷۷۰ 

ب ) سطح سمت چپ 72 عبارت است از ۰/۸۶۲۱ 
ج ) سطح بین 9-1/8 Z‏ عبارت است از ۰/۰۲۱۷ 

۷ - در یک جریان تولید ء ۱۰ د رصد اقلام دارای تقص فنی می‌شوند . اگر هه ۱قلم 

۱۳ به‌طور تصادفی از جریان تولید انتخاب شوند , احتمال اینکه تعداد معیوبها بیش از‎ YE 


قلم باشد » چقدر است ؟ 


۱ حل سال فردا فصل سوم 


1 ۳ ده ی‎ r 
o, = را اط‎ > $) ( =p —) 
کی 3 سے‎ m oy 9 nd ot AX 
رس‎ )= ¥ 2x SATE ری‎ E . سد‎ stax 
E(X (= ak Fes پر‎ See ° IYI oa 
ex z 1 ۲ 
` کددررابحطه فوق می‌گذاربم‎ ] x ax(x-\jJax [ دارسم‎ 


m rA y 7ں‎ a ا ا فا رر‎ 75 
E(x" ع(‎ n(r-1)P" yee ( j و۳‎ ttus n(n-y)P (Pay y= ngne )P + onp 


oy رجہ‎ y= nai)? + FP (r2) = ne - هر‎ 


٣‏ الف ) نمودار )رج > P‏ خط مستقیمی است که به‌صورت تقریبی در شکل نشان‌داده 
اتا 
P(X)‏ 
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می‌د انیم که در تابع چگالی سطح زیر منحنی باید ترایز y‏ باشد و از آنجا که این سطح در 
شکل فوق ذوذ نقه‌است پس سطح ذ وذنقه L‏ ید برابر ۱ باشد . 
=x e+} - ۴5 )=\‏ (مجموع دو قاعده ) ( نصف ارتفاع ) = سطح ذوذنقه 
۱ =( 2 ۲*)۱-۴ = سطح ذوذنقه 


بنابراین‌قاعده دوم‌ذوذ نقه( -pa‏ $( برابرصفر شده و شکل دقیق منحنی‌تابع چگالی‌بصورت 


زیر در می‌آید ۰ 


Al ےہ‎ — 


س لت 


دج ےد es‏ 


(t-i) شکل‎ > 


ب ) (۲> × )١‏ ط برابر است با سطح زیر منحنی در فاصله بین ۱- و ۲-ز که بصورت 
کردا شراغ مر تن ماس و شراب برای سا باس deek‏ طس کالق 
دو قاعدەرا بدست آورده و از طریق محاسبه مساحت ذوزنقه سطح زیر منحنی د رفاصله‌مزیور 
L‏ محاسبه می‌کنیم ۰ 


آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


ہہ( PEWS Xe Y= TEER‏ ع تسم وف نله سا یمتا ز 
۵ - چون بین ۵۰۰ لاستیک ہ۴۵ تا سالم است یس اختمال سالم بودن -۰/٩‏ بت 





ست . وفرض‌می‌کنیم این مقدار احتمال طی bes‏ آزما یش ثابت باشد . 


n=} =+/4 8 1 X =A 
Poe) 2) Pa 
2) X=a) = (Je. say ۶۴ء 2 1/<( 3/<( ہل = رو ا‎ 


۷ در این مسٹلے آنیامدن " موفقیت است . از طرفی بر طبق حساب سر 
انگشتی ما مشاهده می‌شود که ۰ ۲- n‏ به‌اندازه کافی بزرگ و ١ہ ps‏ يعنى احتمال 
موفقیت به‌اندازه کافی کوچک است . 


بنایراین داریم : 


A= yu 
=u, ¥ 
P(Xsx)= — = ۲و‎ ۵۰۰/۰۱۲ 
=T ۳ 
Pp (r) = {VOAN xt _ ITN ۲ 
۳ ۶ 
9-ابتدا متوسط مراجعات در سه دقیقه را محاسبه و بعد مسئله را بااستفاده از توزیع‎ 
U =A ے۲٢ پوا سن حل مي‌کنيم.‎ 
سه‌دقبقه = نا‎ => t =o - سپ‎ 
رن‎ ¥ 








فصل سوم - توزیع احتمال ۷۱ 


44 با استفاده از فرمولں + 7 =g‏ برو قرار دادن اطلاعات صورت مسئله‌د راین 
فرمول مسئله به‌صورت دو معادله و دو مجہول درآ مده و مشخصه‌ها محاسبه می‌گردند . 


f ۸۸ 2 لا‎ + ۰/۸ O 


۴۰ 


U 
۶۴ = + ۰/۴ O > í 


O= fo 


۳ الف ) با فرض روند شدن اعداد » فاصله ۰-۱۵۵ ۱۲ در حقیقت فاصله ۵ / ۱۵۵ 
- ۱۱۹/۵ بوده است . لذا این دو عدد را برحسب ترمال استاندارد محاسبه می‌کنیم . 
۰۱ - ۱۱۹/۵ 


Z = سس‎ = = ۰ 
۱ T ۳/۱ 


| ۱۵۱ - ۱۵۵/۵ _ 
a‏ ود 
(سطح بین ۲/۱۵ 2 و ۰/۲۰ =2) = نسبت دانشچویان مورد نظر 
(۳/ءےے (e<‏ +(سطم مربوط به ۰> 7> ۲/۱-)< 
۰۱۱۷۹-۵۶۵۵۵ + 0/۴۸۲۱ = 


بنابراین تعداد دانشجويانی که قدشان در فاصله فوق قرار دارد عبارنست از 
نفر ۳۰۰-(۵/۶۰۰۵) A۵00‏ 
ب ) قد بیش از ۱۸۵ به‌معنی بزرگتر از ۱۸۵/۵ می‌باشد لذا ۱۸۵/۵ را تبد یل بەاستاندارد 
می‌کنیم . 
۱ - ۱۸۵/۵ 


2 ae اع کی مرو سے‎ Y/Y. 


نسبت دانشجویان مورد نظر این فرض برابر سطح هاشور زده زیر منحنی‌خواهدبود که مساوی 
سطح زیر منحنی سمت راست نقطه 2۰ 7 می‌باشد . 
(سطح مربوط به ه < 2 )= (سطح مربوط به ۲/۳۵۰< (Z‏ -نسبت مورد نظر دانشجویان 


( سطح مربوط به ۲/۲۰>و > ه)- 
۷ << ۳ءء ۰/۵ = 
۵ = (۵۰۰)۰/۰۱۰۷ = تعداد دانشجویان با قد بزرگتر از ۱۸۵ 


14۲ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 





۱/۳۰ 


شکل(۲ ۱--۲) 


ج ) قد کمتراز ۱۲۸ در واقع بمعنی قد کمتراز ۱۲۷/۵ است . 


_ ۱۲۷/۵ - ۵۱ 


8 =- 1۵¥ 


Z 


۷- 
شکل (۲۰۱۳) 
از جد ول داریم : 


ٹنسبت دانشجوییان مورد نظر 
2۰/۵۲ (۰/۵ )۔ (سطحمربوط .< 7 < ۱/۵۷-) <(۱/۵۷->9) ۳ 


تعداد دانشجویان موردنظر Boo )۵۸۲( = ۲ ٩‏ 


د ) قد مساوی ۱۲۸ بمعنی کوچکتر از ۱۲۸/۵ و بزرگتر از ۱۲۷/۵ می‌باشد . 


فصل سوم - توزیع احتمال 7 


۱۲۸/۵ - ۱ 
a EA 


Z= 


7 ۱۳۷/۵ - ۵۱ 


۳ ۳ 2-۷ 


73 


)-۱/۵۷( -1-۱/۵( 


شکل | ۱۴۔٣)‏ 


=( سطح مربوط به ۰ > Z‏ > ۱/۵-)-(سطح مربوط به. > Z‏ >۱/۵۷-) = 
نسبت د انشجویان‌مورد نظر (۱/۵-> 2 > ۱/۵۷-) p‏ = 
۸۴ ۵ ۲ ۲۲۲ ۰/۴۴۱۸ 
تعداد دانشجویان موردنظر ۵۶۷۱۴ ) boo‏ 
ھ) این فرض را از دو طریق می‌توان حل کرد طریق اول بدین ترتیب است که تعداد 
دانشجویانی را که قد شان کمتراز ۱۲۸/۵ !ست حساب کنیم (مثل بند ج ) و طریق دوم آن 
است که نتایج بند ج و درا با هم جمع کنیم که جهت سپولت از همین راه عمل می‌کنيم 
(تعداد دانشجویان بین ۱۳۷/۵ و ۱۳۸/۵)+(تعداد دانشجویان کمتراز ۱۲۷/۵) 


2۳ ۴ + ۲۹ 
۵ - احتمال یک جواب صحیح برای هریک از ۸۰ سئوال برابر ‏ = p‏ است . اگر× 
تعداد جوابہای صحیح را که برمبنای حد س است ءنشان د هد ءدراین صورت خواهیم د اشت ‘ 


To 


7 ۱ ۱ 

۳)۲۵ > > ۲۰( = مب‎ ( x: A> sz) 
1 
7 


WE‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


o < ۷ =V ۸۰ (gE) = ۸۷ 


حال سطح بین ۲۴/۵ = و ۳۰/۵ لرا لازم داریم 


7 ۲۳/۵ - ۰ 


j Ig aA 
7 _ ۲۰/۵ - ۰ _ 
دہ رج سے‎ = Y/Y 


P )۲۵> X > ۲۰( =P )۱/۱۶۲> 2 > ۲/۷۱۳( 


P=( 2 > ۲/۷۱۳( -  ) ۵ ۱/۱۶۲( = ۰/۹۹۶۷ - ۰/۸۷۷۶ = ۲۱ 


۱۷ تعداد کالاهای معیوب دارای توزیع Shee,‏ یامد وجمله‌ا ی با پاراهترهای ه ه ۲۱-۱ 
و ۰/۱  -‏ میباشد. اما چون حجم نموته بزرگ است می توان نتایج نسبتا" دقیقی را با به 
کاربردن تقریب منحنی‌ترمال‌با: 


H= ۲۳ ۱۰۰ )۰/۱( + ۰ 





6 = V 6۵ =V ۰ )۰/۱()۰/۰۹( ہے‎ 


بەد ست آورد . برای بهد ست آوردن احتمال مورد نظر ء باید سطح سمت راست ۵/ ٢٣۔تزرا‏ 


پیدا کنیم » که در این صورت Z‏ مربوط بەاین تعداد عبارت خواهد بود از : 


A ats z 
= no AROS) as = ۷ 
۲ 





۷ نے‎ a 
€ تو مو و پا ی‎ 


۶ - چون احتمال وجودپسران بااحتعال وجود دختران مساوی هم می‌باشند بنابراین 


جدول مربوط به هردو حادثه مشابه بوده و جہت رعایت اختصار جدول مربوط به پسران 


نوشته می‌شود + 





۲ -الف - به‌ترتیب ۰۰/۸ ۱/۴ و o‏ ب س ۵۷ و ٩۹۶‏ 


ara 
(1/54) الف 2۱/۹۶ ب ۱/۰۱۹ ج - (۱/۳۵-) و‎ ۶ 








فصل چهارم 


توزیع احتمال نمونه گیری 


مطایق معمول د رسه فصل‌گذ شته »د ر مقدمه این فصل نیز درمورد مفہوم توزیع احتمال 
نمونه‌گیری و ضرورت بحث پیرامون آن و نیز روند بحث فصل چہارم گفتگو خواهد شد . 

ads‏ تا سی که رھ مارگ محصل نی مرک یراق تو ات که ail‏ ا ا 
دقیقی را در مورد جامعه مورد مطالعەاش بدست آورد . اگر کمی دقت کنیم در خواهیم‌یافت 
که هریک آزاشدات گنای که در سم OWS‏ برای Ske‏ ماری کرد فان ay‏ کرت 
e‏ سا ارات سا ی را ie‏ اما رای شم ها مت بت 
و در موارد دیگری نیز بدون SOT‏ محاسبه این مقاد یر ضرورت داشته باشد لازم‌است محقق 
نتایجی را در مورداین مشخصه درجامعه بد ست آورد که آزمون تساوی میانگین و یا اتحراف 
معیار دو یا چند جامعه با یکدیگر نمونه‌هاعی از این موارد می‌باشند . 

در قسمتپای قبل ملا حظه گرد ید که برای تحقق اهداف مزبور معمولا" نمونه‌گیری‌بعمل 
آمده و پس ازثبت مشاهدات مربوط بەآن باانجام عملیاتی برروی این‌مشاهد ات »مشخصه‌های 
مربوط به نمونه‌را بهد ست می آورند . اما تا این مرحله از عملیات هنوز هیچ نتیجها ید رمورد 
جامعه بدست نیامده است و به صرف داشتن مقدار مشخصه‌های یک یا چند نمونه ازیک‌جامعه 
نمی توان در مورد خود جامعه هيچ‌گونه قضاوت قابل اعتمادی را بعمل آورد Se‏ آنکه برروی 
مشخصه‌های مربوط بهنمونه عملیات د یگری انجام گیرد که بر مبنای آن بتوان در موردجامعه 
نتایجی را بدست آورد . به‌عبارت د یگر باید از اطلاعات مربوط به‌نمونه که اینک در اختیار 
ما فرارد ارند به‌عنوان‌مواد اولیه پلی استفاده‌کرد که این پل نمونه را به‌جامعه‌متصل‌می‌سازد . 

بهنظر نمی‌رسد که ساختن ہل ارتباطی فوق‌الذکر با موادی که اون در اختیارنسد , 
مقد ور باشد و ظاهرا" برای انجام این کار هنوز همه مواداولیه و به‌عبارت بہتر همها طلاعات 
لازم در دسترس نیستند . ثمره همه تفکرات و تلاشهلتی که برای تکمیل این اطلاعات بعمل 


WA‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


T‏ مد ه‌است معمولا در کت بآماری تحت عنوان توزیع احتمال نمونه‌گیری بیان می‌شود که موضوع 
بحت این فصل می‌باشد و بنابراین توزیع احتمال نمونه‌گیری تکمیل کننده موادی می‌باشد که 
برای ساختن پل رابط بین نمونه و جامعه لازم هستند و انشا*الله در فصول بعدی از ترکیب 
این مواد پلہای مزبور زده شده و خواهیم دید که چگونه با اسنفاده از این اطلاعات‌نتایسج 
دلخواه در مورد جامعه » یکی پس از د یگری به‌صورتی نسیتا" قابل اعتماد بدست می آیند . 
برای بیان مفهوم توزیم احتمال نمونه‌گیری توجه به‌این نکته لازم است که از یک‌جامصه 
معمولا می‌توان نمونه‌های‌متعد دی را اخذ نمود .به‌عنوان‌مثال از یک جامعه ۵ عضوی می‌توان 
و تمونه دوتائي را بدون جایگذاری انتخاب تمود . راف است که shake‏ مشخصه‌های 
هریک از این نمونه‌ها الزاما با مقادیر مشخصه‌های سایر نمونه‌ها مساوی نبوده و به احتصال 
بسیارزیاد متفاوت خواهد بود . به‌عنوان مثال مقاد پر میانگین ده نمونه مثال فوق می‌توانند 


به‌صورت زیر باشند.. 
٣ (‏ ۱/۵ ۱۳/۵ ۲و ۳و ۱و ۱و ۱/۵ ۲۲ ) 


ازا نجا که معمولا" یکی از شرایط اصلی نمونه‌گیری »انتخاب تصادفی آن می‌باشد مسلما آمقدار 
مشخصه‌های هر نمونه نیز به‌صورت تصادفی تعیین می‌گردد و به‌عبارت دیگر هریک از 
مشخصه‌های مربوط به نمونه متقیری تصادفی می‌باشند . در مثال YL‏ میانگین نمونه‌های 
دوتائی متفیری بود که ده مقدار مزبور را به‌طور تصادفی اختیار نمود . همان طور کەد رمتال 
فوق ملاحظه می‌شود مقدار میانگین نمونه ( K‏ ) از هر نمونه به‌نمونه دیگر قابل تفییر است 
و لذا بر آن لفظ متغیر اطلاق شده و چون به تبع انتخاب تصادفی نمونه‌ها » این مقاد سر 
به‌صورت تصاد فی اختیار می‌شوند بر میانگین مذکور عنوان متفیر تصادفی GIS!‏ می‌گردد . 

طبیعتا" اطلاق عنوان متفیر تصادفی بر هریک از مشخصه‌های نمونه » این نتیجه را در 
پی خواهد داشت که آن مشخصه دارای یک توزیع احتمال خاص باشد زیرا هر متفیرتصاد فی 
دارای یک توزیع احتمال است . از آنجا که توزیع cle‏ احتمال مربوط به‌مشخصه‌های نمونسه » 
در اثر نمونه‌گیری ایجاد می‌شوند به‌این توزیع‌ها » توزیع احتمال نمونه‌گیری گفته می‌شود . 
برای مثال توزیع احتمال مربوط به‌میانگین نمونه‌های ده گانه فوق , ذ یلا" به‌صورت جدول و 
منحنی ترسیم می‌شوند . 

اگر یک محقق مقدار مشخصه‌های مربوط به نمونه را در اختیار داشته باشد و علاوه بر 
آن شکل توزیع احتمال آن مشخصه‌ها را نیز بداند می‌تواند با این اطلاعات نتیجه EE‏ 
خود ر در مورد جامعه بد ست آورد . معمولا" در عملیات آماری » از بین مشخصه‌های‌مختلف 


مربوط به یک جامعه محقق بهد نبال اخذ نتیجه در مورد میانگین و انجراف معیار آن‌می‌باشد 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۱۷۹ 





Hi“ 


۰/۳ 


و چنانکه بعدا" خواهیم دید در اکثریت قریب بەاتفاق موارد رسیدن به‌این هدف مستلزمآن 
است که او "Syl‏ مقدار همین مشخصه‌ها را در مورد حداقل یک يا دو نمونه در اختیار داشته 
ath‏ انیا" شکل توزیع احتمال نمونه‌گیری این دو مشخصه را نیز پشناسد . چگونگی محاسبه 
مقدار مشخصه‌های تمونه از مباحث مربوط به‌فصل دوم بوده و قطعا" خواننده عزیز اکنون با 
آن به‌قدرکافی baT‏ شده‌است و شناساتی‌اشکال مختلف توزیع نمونه‌گیری دو مشخصه میانگین 











۱۸۰ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


خوشبختانه توزیعهای احتمال نمونه‌گیری میانگین و انحراف معیار نموته از قانونمند ی 
نسبتا" دقیق و ثابتی برخوردارند بدین معنی که اشکال این توزیع ها محدود بوده‌ودرچهار 
توزیع نرمال » t‏ دانشجوا » کای اسکویر (۲ × )۲ و توزیع فیشر ( F‏ خلاصه می‌شوند که از 
این چہار توزیع » دو توزیع نرمال و دانشجو مربوط به میانگین نمونه‌ها بوده و دو توزیع 
د یگر یعنی (۲ (X‏ و ( (F‏ نحوه توزیع احتمال واریانس و یا انحراف معیار نمونه‌هارا توضیح 
مید هند . 

بنابراین اداممحث د ر این فصل بعبررسی توزیعہای احتمالی که به‌تعمیم نتایجنمونه 
به‌جا معه کمک می نمایند اختصاص خواهد داشت . در این بررسی ابتدا هریک از توزیعہایسی 
که پیش ازاین آمده مستقلا" توضیح داده شدهو سپس چگونگیارتباطآن توزیع با مشخصه‌های 
نمونه در قالب قضایایی بیان می‌گردد . روند دقیق ادامه بحث به‌قرار زیر است . 
الف - توزیعهای احتمال مربوط به میانگین نمونه (شامل دو توزیع نرمال وځ دانشجویا t‏ 
استیودنت ) 
هان الخال A‏ ارات سیان تبوقه از (Fox! ere‏ 


الف - توزیعهای احتمال مربوط به میانگین نمونەھا 

میانگین یک یا چند جامعه معمولا" بهد و صورت مختلف هدف عملیات آماری قرار 
می‌گیرد . در یکی از این دو صورت بدست آوردن مقدار تقریبی میانگین جامعه ( (H‏ هدف 
مہات تو و مال کور ese‏ تر shell‏ ا {ihe‏ 
غایت عملیات بوده و بدست آوردن مقدار میانگین هریک از آن جوامع ضرورتی نسدارد . 
معمولا" وقتی که مورد دوم مقصود محقق بوده و او به‌دنبال مقایسه مقادیر میانگیسن چند 
جامعه یا یکد یگر است تفاضل میاتگین های جامعه y)‏ ۲ نز ) را به‌عنوان هدف عملیات 
در aes‏ رسی اب گنف لا sah‏ کی شا او اگ dt‏ وا نهیم 
naa)‏ چنین تخمینی براساس این استدلال استوار است که اگر ( x‏ ) که میانگین نمونه 
ما خوذه از جامعه اول است ء متغیری تصادفی u‏ ۳ ) نیز به‌عنوان میانگین نمونه! خذ 
شده‌از جامعه‌د وم متفیری تصادفی باشد قہرا تفاضل‌این‌د و متفیرتصادفی یعنی X)‏ س X,‏ ( 
نیز متفیری تصادفی بوده و مطمتنا این متغیر تصادفی جدید نیز دارای یک توزیم احتمال 


می‌باشد که اگر مقدار متغیر رس )را نیز با توزیع احتمال نمونه‌گیری آن در آمیزیم 


l - Student 
. -به‌این توزیع کای دو » چی دووخی دو نیز گفته می شود‎ ۲ 


3 - Fisher 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۱۸۱ 


مطمتنا " می‌توان به‌طریقی مقدار Hy wy)‏ ) را به‌طور تقریبی بد ست آورد درست همان‌طور 
که با استفاده از مقدار میانگین نمونه ( عر) توزیع احتمال نمونه‌گیری آن » مقدار میانگیسن 
جامعه(:1 ) به‌صورت تقریبی قابل محاسیه است . 

بنابراین کسی که‌می‌خواهد در مورد میانگین جامعه تحقیق کند با بد ست آوردن‌مقدار 
میانگین جامعه (1)هدف او بوده و یا تفاضل میانگین دو یا چند Hy) aa le‏ - لا )را 
به‌عنوان هدف و غایت عطیات انتخاب می‌کند.هریک از این دو پارامتر که هدف او باشنسد 
معمولااو یاید مقدار متفیر مشابه آن Xy ATF (F‏ ) را برای حداقل یک نمونه 
بدست آورد و با استفاده از توزیع نمونه‌گیری همان متفیر به‌صورتی که در فصول بعد خواهند 
آمد در مورد پارامتر هدف در جامعه استنناج تماید , چنان که قبلا" گفته‌شد تعدادتوزیعهای 
احتمال نمونه‌گیری مربوط به میانگین که برای تعمیم نتایج نمونه به جامعه می‌توانند بما کمک 
کنند محدودبوده و از دوتوزیع فراتر نمی‌روند .در بسیاری از موارد توزیع نمونه‌گیری نرمال 
بوده و شرایط مسئله به ما اجازه می‌د هد تا با استاندارد کردن آن از توزیع ( 2 ) به عنوان 
توزیع نمونه‌گیری استفاده کنیم . از آنجا که خواننده گرامی با توزیع ( 7 )آشنائی‌کامل‌دارد 
در اینجا از توضیح مجدد پیرامون این توزیع احتمال خوداری نموده و صرفا" به قضایایی که 
بضحوی با استفاده از توزیع ( 2 ) بین جامعه و نمونه ارتیاط برقرار می‌کنند WEST‏ می‌شود . 
در مواردی که بهد لایلی استفاده از توزیع ( 7 ) به‌عنوان توزیع احتمال رابط بین نمونه و 
جامعه امکان‌پذیر نیست » از توزیع E‏ دانشجو استفاده می‌شود که ابتدا به‌طور خلاصه این 
توزیع احتمال توضیح داده شده و سپس چگونگی ارتباط بین نمونه و جامعه از طریق‌این‌توزيع 
مساق تر E pele Glas LIU‏ ج غو یتابن میتی الق در ع ان گی 
زیر ارائه خواهن شد . 
الف - ۱ قضایایی که با استفاده از توزیع 2 بین ( ۷ ) و متفیر تصادفی  (‏ ) رایطه بر 
قرار می‌کنند . 
الف ۲ قضایایی که با استفاده از توزیع 2 بین (Hy By)‏ و یر صا دی رر - (X,‏ 
رابطه برقرار می‌کنند . 
الف ۲ توضیحات کلی پیرامون توزیع t‏ و ارتبا طبین میانگین نمونه و جامعه از طسریق 
این توزیع . 


در فصل قبل دیدیم که هرگاه مقدار میانگین متفیری مثل ( × ) را که دارای تسوزم 
نرمال است از آن کم نموده و به‌انحراف معیار آن تقسیم کنیم » آن متفیر به‌متفیسر نرمال 
استاندارد ( 2 ) تبدیل می‌گردد . اساس استدلال در ارتباط موضوم این بند که در فصول 


۸۲ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


آینده مورد بهرهبرداری قرار می‌گیرد نیز همین مسئله است . توضیح آنکه همان طور که در 
eres‏ اھ دص مرھد کت OEE‏ 
نمونه به‌نمونه دیگر متفاوت است . این میانگین به‌نوبه خود از یک شکل توزیع برخورداربودہ 
و دارای یک میانگین و یک انحراف معیار می‌باشد . واضح است که اگر مقدار میانگین ( × )از 
میانگین میانگین E(X)‏ شده و حاصل تفریق بر انحراف معیار آن ( چ ) تقسیم گردد . 
متفیر حاصله توزیع نرمال استاندارد ( 2 ) را خواهد داشت . 


همچنان که بعدا'' خواهیم گفت را =( × ) E‏ می‌باشد یعنی میانگین میانگینهای نمونه‌های 
ما خوذه از یک جامعه با میانگین جامعه مساوی می‌باشد و لذا رابطه YL‏ به صورت زیر نیز 


توحتہ می شود 
(f- 1)‏ چج 9 و 


نتیجه‌ای که از بحث فوق گرفته می‌شود این است که اگر یدانیم میانگین (Fija‏ 
eis‏ نرمال داشته و انحراف معیار آن ( چ٩‏ ) نیز برای ما معلوم باشد می توان توزیع ( (X‏ 
را به‌توزیم 7 مبدل نموده و چون مقدار ( (KX‏ نیز معمولا" برای ما روشن است و مقادیر 
مختلف 7 نیز در جداول مختلف محاسبه گردیده است »مقدارتما می عبا رات رابطه ( Z‏ ) فوق 
بجز( u‏ )مشخص شده و می‌توان با استفاده از این رابطه مقدار دز را بدست آورد , تعیین 
مقدارا[ ازمباحث فصول آینده است و در اینجا فقط در مورد شکل توزیع X‏ ء میانگین و 
انحراف معیار آن در موارد مختلف بحث می‌شود . 

به‌طور کلی میانگین  (‏ ) وضعیتی مشخص تر یا ثابت تر از شکل توزیع وانحراف معیار 
آن دارد و می‌توان در مورد حکم قطعی و ple‏ صادر نمود . اما شکل توزیع و انحراف 
معیار (F)‏ بستگی به‌عواملی همچون حجم جامعه , حجم نمونه و شکل توزیع ( × ) در جامعه 
دارد که ذ یلا" احکام مربوط به‌هریک از این سه مفهوم (میانگین » انحراف معیار و شکل توزیع 
E erm wee EE‏ 


فضبه ۴-۱ ) .هرگاه از یک جامعه به حجم N‏ با میانگین ple (UW)‏ نمونه‌های wen‏ 
ممکن اخذ شوند و میانگین هریک از این نمونه‌های رط تایی با( x,‏ انشان داده شوند میانگین 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری A‏ 


. برابر خواهد بود‎ ) H ( ها با میانگین جامعه‎ x 


m 
تا 4 ے۔‎ 


د راین رابطه ( N‏ )حجم هر نمونه و ( 11 ) تعداد نمونه‌های 1 تایی ما خوذه را lis‏ مید هد . 
راف ات که انریا روش پان بازگردانی انجام گیرد ( m =C]‏ ) خواهد شد 

مثال ۱ - ۴ از جامعه‌ای مشتمل بر ۴ عدد (۳۲۰۲۰۱۰۰) همه نمونه‌های ۲ تایسی ممکن ر 

بدون بازگردانی اخذ نموده و ثابت کنید که رابطه ) ۴-۷ ) در مورد میانگین نمونه‌ها صاذق 

l sil 

پاسخ : تعداد نمونه‌هاعی که ممکن است گرفته شوند (۶ =[ ) m=‏ ) می‌باشد که عناصرهر 
نمونه و نیز میانگین آنرا در جدول زیر می‌نویسیم . 


(٢و‏ ۲ )و (۲و۱)و (۲و ۱)و(۲و »)و oT)‏ ۰ )و (او +( 








X. 
Xe. ۰/۵ و ۱/۵ و ۱/۵ و ۱ و‎ ۲ 3 ۵ 
۴-۲ حدول‎ 
پچ ہے‎ 5 ۰/۵ +۱ +۱/۵ +۱/۵ +۲ +۲/۵ _۹ 
وو سس تک ی ری ان‎ 
1 ۶ ¥ 
ae at 
1 ei _ ۶ ۱ 
u = N = 3 = 3 = ۱/۵ 


قضیه ( ۴-۱ ) در مورد pls‏ جوامع با هرگونه توزیع احتمال صادق است , 

حال پس از مشخص شدن وضعیت میانگین » به‌بررسی شکل نوزیع × می‌پردازيم .همان 
طور که قبلا" گفته شد شکل توزیع ( × ) به‌سه عامل حجم نمونه ( ( 1۱ ) و چگونگی نوزیع ( × ) 
در جامعه و نیز حجم جامعه ( ۲ ) بستگی دارد . 

قضیه ۴-۲ : هرگاه pls‏ تمونه‌های ١‏ تایی از جامعه‌ای که صفت ( X‏ ) در آن دارای 
توزیع نرمال (یا تقریبا" نرمال Sel ll‏ شیند در آن‌صورت میانگین تمونه‌ها ( ,22 ادارای 


توزیع نرمال یا تقریبا" نرمال خواهد بود . 




















۱۸۶ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


همانطور که در قضیه ( ۴۲ ) به‌خوبی مشپود است اگر توزیع ( :1 ) در جامعه نرمال 
باشد بدون توجه به‌حجم نمونه و حجم جامعه  (‏ ) توزیع نرمال خواهد داشت . 
مثال ۴-۲ مقادیر صفت ( × ) در جامعه‌ای که ده عضو دارد مطابق جد ول زیر دارای‌توزیع 
احتمال نرمال می‌باشند . اگر با روش بدون جایگذاری همه نمونه‌های ٩‏ تایی ممکن را از ایں 
جامعه اخذ کنیم ثابت کنید که قضیه (FY)‏ در مورد Z‏ ها صادق است . 





٣۳٣ حدول‎ 


clas tak‏ تبوته‌هایی که عمکن chads Gal‏ راب (ه ۱ C‏ کہ یاف که 


yo 


به‌ترتیب هریک از نمونه‌ها و میانگین مربوطه در جدول (PF)‏ توشنه می شود . 


X 
٠١١ ۲ ۲۲۲ ۴ 
٢٢ ٢ ء٣‎ ٣ ٣ ٣۵ 
١٢٢٢ ٣٣ ۴۵ء ۳ ۳م‎ 
۱ ۲ ٠ء٣ ۴ء ۳: ۳ء‎ Vcd 


١٢ ۲۲۴۰۵ 


۱۰۲۰۲ ٠٢ ٣٢ ٣ء٢۶ ۵ء‎ 
۱, ۰۲۲۰۲۲۳۵ 
۵ءء ء۳۴۰ 2۴۳ا‎ 
٠۱٢٢١١ ٠٢ ٠٢ ۱۲٣٢ ء‎ ۵ 
۲۰۲۰۲ ۰۲۰۲ ٣ ۵ 





حدول ) ¥-¥( 


حال جدول توزیع فراوانی و احتمال ع ها را به‌صورت جدول (۵ - ۴) رسم می‌کنیم 








فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۵ 





i +f) ء۲٢‎ ۰ 





حدول (۴-۵) 


منحنی توزیم احتمال کر بر اساس جدول فوق به‌صورت زیر است که به‌وضوح یک‌منحنی توزیع 
احتمال نرمال بوده و صدق قضیه (۴/۲) ثایت می‌شود . 









۳/۸ ۲۳/۹ ۳/۱ ۳/۲ X 


= 
شکل(۲-۲) 


Y gane‏ از وضعیت توزیع احتمال صفت مورد نظر در جامعه اطلاعی در اختیار نیست و 
به‌همین دلیل از قضیه (FHT)‏ نمی‌توان در اکثر موارد استفاده نمود . در اکثر قریب‌به‌اتفاق 
چنین مواردی قضيه زیر در مورد شکل توزیم می‌تواند مورد استفاده قرار گیرد . 

قضیه ۳۲ ۰ هرگاه جامعه مورد مطالعه ما یکی از سه خصوصیت زیر را دارا باشد . 

الف حجم جامعه ) N‏ { بسیار بزرگ بوده و به‌تعبیر آمارگران جامعه‌ای نامتناهمی 3 
۳ محدود (in 2 Yeo)‏ باشد . 

ب - حجم جامعه ( N‏ ) زیاد نباشد اما نمونه‌گیری با روش بازگردانی انجام گیرد . 

g‏ حجم جامعه کوچک بوده و نمونه‌گیری نیز با روش بدون بازگردانی انجام گرد 











vel‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو یاز ر گانی 


آری اگر جامعه مورد مطالعه در یکی از سه وضعیت ذکر شده باشد بدون توجه به‌شکل 
توزیع ( × ) در جامعه هرگاه از این جامعه همه نمونه‌های 7 تاپی ممکن اخذ شوند توزیع 
ميانگین نمونه‌ها ( 7 ) توزیعی تقرییا" نرمال خواهد بود , 
را با روش بازگردانی از این جامعه انتخاب نموده و ثابت کنید که قضیه (۲-۱) و ( ٣‏ ۴) 
در مورد آن ضادق است . 
پاسخ : از این جامعه ۱۶ نمونه دوتایی با روش بازگردانی می‌توان انتخاب نمود که ذیلا 
این تمونقھا و میات هریگ از ادر جذول (۴2۶) dala Glib‏ می dpa‏ 


x ردیف | عناصرنمونه‎ 
۱ Y q 
۱/۵ ۱ ۱۰ 
۲ Tut ۱۱ 
۲/۵ YT 1۲ 
۱/۵ ray ۱۳ 
| ۲ Ver ۱۴ 
۲/۵ Yey ۱۵ 
۱ ۳ Ter ۱۶ 
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Ho‏ ہے مہ 





۸۵ ۱ ۵ ۲ ۱/۵: ۲ 
(t-r) شکل‎ 


همان‌طور که در منحنی ( ۴-۲ )به خوبی مشخص است‌توزیع نمونه‌گیری  (‏ ) یک توزیع 
نرمال می‌باشد و لذا صدق قضیه ( ۴-۲ ) suk‏ می‌گردد . برای تحقیق در مورد صدق قضیه 
(۴-۱) باید میانگین جامعه و نیز میانگین( × )را به‌دست آورد زیرا قضیه ( ۴2-۱ ) می‌گوید که 
این دو میانگین مساوی بیکد پگر هستند . 





= Ex SF, 
BO a 
i 
. ابتدا میانگین جامعه را ید ست میآوریم‎ 
جح‎ = 1/۵ 


Ir. F 5 
27 ii ext )a(- /dx Vee Fx) _ ۴ | 
ی ۱۶ جج ہشیت‎ he 


بدین ترتیب صدق قضیه ( ۴-۱ ) نیز در مورد مثال فوق تأبیید می‌شود , 

د و قضیه فوق شکل توزیع نمونه‌گیری(3) را در مواردی که شکل توزیع جا معه‌نرمال‌بوده 
و با در صورت نرمال نبودن شکل توزیع X)‏ ) در جامعه , حجم نمونه‌ها (n > Yo)‏ باشد 
مشخص نمود . اگر توزیع جامعه نرمال نباشد و نمونه با واه شیف سی ها فا ره (۲۰ > (n‏ 

داشته باشد نمی‌توان در مورد شکل توزیع نمونه‌گیری(2 )قضاوت نمود . 

اینک وضعیت میانگین( )و نیز کیفیت شکل توزیم آن مشخص شده است , حال بایسد 

در مورد انحراف معیار میانگین نمونه ( ae‏ ) صحبت نمود . مطالب مربوط به‌انحراف معیار 
( × )را نیز می‌توان در قالب قضایایی به‌شرح زیر خلاصه کرد . 





۱۸۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


قضیه ۴۴ : هرگاه 

الف - از یک جامعه بزرگ و نامتناهی با هر روش دلخواه (بازگردانی یا بسدون باز 
گردانی ( با انحراف معیار( ن ٠.)‏ 

A‏ کاس S‏ با SEE‏ با اف ما 
همه نمونه‌های و« تایی ممکن اخذ شوند (مقدار ۲ اهمیتی ندارد ) ء میانگین نمونه‌ها( (X‏ 
دارای انحراف معیاری یا مقدار تقریبی زیر خواهد بود . 
O‏ 
کر 


(۳۔-م۴) = 0 


X Vn 





در رابطه ( ۴۵۳ ) o‏ انحراف معیار جامعه و n‏ حجم نمونه را نشان می‌د هند . 

مثال ۴ - ۴ : در مثال ( ۴-۴ ) ثابت کنید که قضیه (۴-۴) gale‏ است . 

پاسخ: واریانس ( × ) را یک بار با استفاده مستقیم از جدول (FAY)‏ و بسار دیگ ربا 
استفاده از رایطه (۴-۳ اید ست می‌آوریم .اگر نتایج به‌طورتقریبی با یکد یگ متا با شند 
مطلوب مسئله اخیات شده است , 


۵ ۔ اه تب نت اف" NA  )۰-۱/۵(‏ تاد Fil xX‏ 


۲ 
۸ ۶ ا و 


حال واریانس جامعه ) o`‏ ( را محاسبه می‌کنیم ۰ 


18 رتس از ضا 
xX N 7 5 ۴ Ty‏ 
واریانس جامعه(آن )را براساس رابطه (۴-۳) بر حجم نمونه (۲- () نقسیم می‌کنیم نا( (oz‏ 
از طریق این رابطه بد ست آید . 


ملاحظه می‌گرد د که نتیجه از هر دو راه کاملا" مساوی یکدیگر بوده و قضیه (PAF)‏ در 
این مورد صادق است . 

قضیه ن - ۰۳ ها جامعه محدودبا انحراف معیار ( ٥‏ )همه نمونه‌های ۲ تایی 
ممکن با روش ید ون جایگذاری انتخاب شوند » مبانگین نمونه‌ها( ×) انحراف معیاری معادل 
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مقدار زیر خواهد داشت . 


O N-n 
Or 


01-٦ E‏ سض میں ۔چ٭ 


واضح است که در رابطه فوق ( 0 ) انحراف معیار جامعه » ( (N‏ حجم جامعه و ( 1 ) حجم 
نمونه می‌باشد . 
مثال ۵ -۴: ثابت کنید قضیه ( ۰-۵ ۴) در مورد انحراف معبار ( × ) در مثال (۴-۲)صادق 
است . 
پاسخ : همانتد مثال قبل واریانس ( × ) را یک بار با روش مستقیم و بار دیگر با استفاده 
ws ۳۲‏ ۳۲ + مگ 7 
E(X) | EF, (žu)‏ مد 


O تسس مب‎  ٹسہمَمسےس‎ = 
X ZF, EF, 


ابندا باید ( را ) را حساب کنیم تا بثوانیم از رابطه و Low‏ بەد ست آوریم . 





_ ZP (N + ۲۷۲(+ ۲)۴(+ ۴)٢(۶۵)۱( ۳۰ ہے‎ 

5 ZF; 2 ۱۰ T ye 
Yi ۱ (۲/۸-۳ +۲)۲/۹-۲(۲ ۷ VEEN) 0“ Pe 6 
ae ۰ یت وو‎ 


: 
حال ( ے٥‏ ) را با استفاده از رابطه (FF)‏ محاسبه می‌کنيم . 








انحراف معیار جامعه ( آي )را در اختیار نداریم و لذا باید ابتدا آن را حساب کیم . 


= ۲ 
اه‎ sae 
°x x LF. 5 ۱۰ 


Y ALS ٠۰٠۔۹۱‎ ۱/۲ I _ 
pO ( ($b) Mea bese 


ملاحظه می‌گردد که مقدار انحراف معیار( F‏ )از هردو طریق مقاد یری نزد یک‌به‌یکد گرد اشته 

















sa‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


و لذا می‌توان قضیه (۴-۵) را صادق دانست . 

واضح است که در تمامی موارد که توزیع نمونه‌گیری میانگین (Feas‏ نرمال است 
می‌توان با استفاده از قاعده کلی تبدیل توزیع نرمال به‌نرمال استاندارد » توزیع (7۴)رانیز 
بەنرمال استاند ارد( )بدل نمود که قاعده کلی انجام این امر بر اساس رابطه (۴-۵) 


می‌باشد ۰ 


2 ~E(X) oe 


ox O- 
A 4 


(۴-۵) 7 
رابطه ( ۵ - ۴ ) یکی از پایه‌های اصلی کار در تگوریهای تخمین » آزمون فرضیه و غیره 
می‌باشد که به‌خواست Glas‏ بزرگ در فصول آیندہ مورد بحث قرار میگیرد و طی LT‏ در 
بسیاری‌از موارد بااستفاده ازهمین رابطه و قضایای پنج‌گانه فوق‌مقدار میانگین جامعه تخمین 
زده می‌شوه . !ما فعلا" جہت ترسیم یک تصویر کلی از آن مباحث یک مثال ساده از آنها در 
ssl‏ ی شود 
مثال ع - ۴ از جامعه‌ای به‌حجم NF‏ یک نمونه دوتایی اخذ شده و میانگیسن آن نمونه 
معادل (۳- Z‏ ) محاسبه گرد یده است . اگر انحراف معیار جامعه =f)‏ ت ) بوده و بدانیم که 
در صورت نرمال بودن توزیع × نقطه متناظر با نقطه (۳- × ) در توزیع نرمال استاندارد ء 
نقطه ( ۰/۲۵ - = Z‏ ) است ء میانگین جامعه را را محاسیه کنید . 
پاسخ : براساس قضیه (y)‏ اگر تمام نمونه‌های ¬ تایی ممکن از یک جامعه کوچک با روش 
بازگرداتی انتخاب شوند در آن صورت میانگین نمونه‌ها دارای توزیع ترمال خواهد بود . 
این قضیه را به‌مثال فوق نعمیم داده و میگوییم اگر تمام نمونه‌های دوتایی از جامعه فوق با 
روش بازگردانی اخذ می‌شدند نوزیع بر یک توزیع نرمال بوده حال که به‌جای تمام نمونه‌های 
دوتایی فقط یک نمونه اخذ شده و میانگین آن (۳= 5 ) بدست آمده است می‌توان گفت که 
تقطه sy)‏ جر ) یکی از نقاط یک توزیع ترمال است Sly‏ این نقطه را از میانگین با کم نموده 
و حاصل,رابرانحراف معیارتقسیم کنیم‌نقطه متتاظر این نقطه در توزیع ( Z‏ )بدست‌میآید . 


از قضیه ( (-۴ ) داریم . 
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و از قضیه ( ۴-۳ ) داریم : 





بنابراین رابطه 7 به‌صورت زیر در میا ید ۰ 


T/A 


N 
1 
Ni 





اما مقدار 72 متناظر با نقطه ( ٣ے‏ 7 ) در صورت مسئله داده شده است . با قراردادن glade‏ 
7 و ± دررایطه فوق مقدار U‏ محاسبه می شود . 


aN‏ ت 


20 تب وو 


در خانمه این مبحث ذکر قضیە زیر که با قضایای قبلی سنخیت و تجانس نسبی داشته و در 
مباحث بعدی مورد استفاده قرار می‌گیرد مفید به‌نظر می‌رسد . 
قضیه ۶ - ۴ ء اگر تعدادی نمونه تصادفی ‏ تایی از جامعهای با توزیع دو جمله‌ای با 


میانگین nPqs B= MP‏ آ ی استخراج شوند در این صورت توزیع نمونه‌گیری متغیس 





u A ۳ 
8 ۷ n 9 4 n 
. بنایراین می‌توان نوشت‎ 
P P 
تاج کے‎ 
= TT (۴-۶) 
nh 


در قضیه فوقو تعداد موفقیتہا را در هر آزمایش نشان می‌د هد . 

تفاوت قضیه (۴۶) با قضایای قبلی این است که در فضایای قبلی تمام نمونه‌های N‏ 

تایی ممکن از جامعه باید اخذ می‌شدند در حالی که در قضیه فوق فقط تعدادی از نمونه‌ها 

کفایت می‌کند . البته هرچه تعداد نمونه‌ها بیشتر باشد توزیع ۵ به‌توزیم نرمال نزد یکتر 

می شود . 

مثال ۴-۷: شیتی ۴ وجہی در اختیار داریم که یکی از وجوه آن قرمز رنگ بوده و مشاهده 

همین وجه قرمز رنگ پس از پرتاب این ۴ وجہی بەھوا برای ما به‌منزله موفقیت تلقی می شود . 

گر در یک نمونه »آزمایش پرتاب aro)‏ ۲ )بار انجام‌د هيم در صورتی که احتمال موفقیت 


۳ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


(۶/ ۰= ۲ ) و نقطه متناظر PL‏ مربوط بەاین نمونه =Y)‏ 2 ) باشد » تعداد موفقیتهارا در 
این نمونه حساب کنید , 

پاسخ اگر تعدادی نمونه ۲۰ تایی اخذ می‌شد متغیر = = ,$ توزیع نرمال داشت . 
حال که فقط یک تموئه از این جامعه اخذ شده است 8 مربوط بهاین نمونه یکی از تقساط یک 
توزیع نرمال بوده و بنابراین با استفاده از قضیه (FF)‏ می‌توان آن را تبد یل به‌استاندارد 
نموده و مطلوب مسئله را محاسیه نمود . 





A 
Z = £ سے ہے‎ I کے‎ P جس ۶ وت‎ 
Pa ۰/۶( )۰/۴( 
n eee. 
8 = of/YA 


A x A 
P 9 > x = nP =te(o/YA) = ۳ 


الف - ۲- رابطه بین ( H‏ - ,لا ) با D(X, - × y)‏ استفاده از توزیع Z‏ 

همان طور که در مقدمه CLS‏ گفته شد در بسیاری از موارد هدف آمارگر مقایسه ہین 
مینگین د جامعه میب شد یعنی می‌خواهد کا گی جامعه اول .0 )را با ميانگین جامسه 
دوم Uy)‏ ( مقایسه کند بد ون آنکه به‌مقادیر تک تک این دو پارامتر توجہی داشته باشد . 
در چنین مواردی معمولا" چتین عمل می‌کنند که هدف فوق را از طریق بررسی مقسدار یک 
پارامتر جدید یعتی Cu - UL)‏ محقق می‌سازند . شیوه عمل براساس این استدلال شکل 
می‌گیرد که اگر ميانگین نمونه‌های‌مربوط بەیک جامعه ( 3 آبه‌تنهایی توزیع نمونه‌گیری نرمال 
داشته و بەھمین ترتیب ( 2 ) نیز توزیع نمونه‌گیری نرمال دارد بنابراین تفاضل این دو 
یعنی (X, -X‏ نیزمتفیر تصادفیجدیدی خواهد بودکە توزیع نمونه‌گیری نرمال‌داشته 
و لذا کافی است میانگین و انحراف معیار این متغیر جدید را پیدا کرده و آن را به نسرمال 
استانداردتبد یل نمود .ازآنجا کەبەسادگیثابت می شودکەل - دا ام( X, -X,‏ 2 
می‌با شد رابطه جدیدی که برای 7 بد ست میآ ید کار تامین هدف فوق پعنی محاسبه تقریبی 
By }‏ - ولا ) را عملی می‌سازد . برای بدست آوردن رابطه 7 براساس متغیر( (X - Xy‏ 
افیا سای اص ات مار اب را مسا یتسود 

براساس قواعد امید ریاضی محاسبه میانگین متفیر( 3.7 )یعنی اثبات رابطه‌ای 
که چند سطر پیش گفته شد بسیار ساده است و به‌صورت زیر انجام موگیرد . 


۱ 
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E در ےک‎ EK -EE سرا‎ 


به‌همین ترتیپ می‌توان انحراف معیار این متغیررا نیز بەراحتی محاسبه نمود . 


۲ 2 on 
0) T ) oO. + g کے 8 ہے‎ = ce, 1 
ay ۲ xy (Kr xy AY ۱ ny 
oy , 
ox ۳ 5 + 
vey ae سپ‎ 


مجموع مطالب فوق را می‌توان در قالب قضیه‌ای به‌صورت زیر بیان نمود , 

قضيه ۶ ۴ : ھرگاہ توزیع نمودگیری میانگین ( | X‏ ) یک جامعه با میانگین ( ,۲۲ )و 
انحراف معیار بللٰہ (o‏ تقریبا" ہر یس رت توزیع ۶ ص0" 
جامعه دیگری بەمیانگین ( Hy‏ )و انحراف معیار ( "hos (o,‏ نرمال باشد درآن صورت 
تفاضل میانگین نمونه‌های این دو جامعه یعنی( -Xy‏ 25 )نیز متفیری تصادفی با توزیع 


تمونه‌گیری تقریبا" نرمال خواهد بود . میانگین این متفیر جدید Hy)‏ لا )وانحراف‌معیار 
Oy Oy‏ 

T‏ قافو 

n, 10 Ù‏ می 


واضح است که وقتی متفیری مثل RR‏ دارای توزیع نمونه‌گیری نرمال بوده و 
میانگین و انحراف معیار آن نیز در اختیار باشد می‌تسوان آن را بەتوزیع نرمال استاندارد 
( 7 ) تبد یل نموده و از جداول توزیع ( 7 ) در مورد مساعل این متغیر استفاده کرد . این 
تبد یل بر اساس رابطه زیر انجام می‌گیرد . 


(¥ ر یلا قا) لت‎ 
T پت‎ Hy )۴ -۷( 
[oh o$ 
Aya Ay 


مثال ۸ - ۴: یک جامعه ۳ عضوی با اعضای (٣و۴و‏ ۵) و یک جامعه دو عضوی با اعضای (ه 
۳) د راختیار است .از جامعها ول همه نمونه‌های د وتایی ممکن و ازجامعه دوم همهتمونه‌های 


۱۹4 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


سه‌تایی ممکن را با جایگذاری انتخاب می‌کنیم « مطلوبست تحقیق موارد زیر : 
الف - توزیع نمونه‌گیریل JLX, -X‏ است . 


پاسم دج یی ها جا که امام ese piesa‏ مها انال 
خواهد بود . تعداد نمونه‌های ممکن دو جامعه به‌همراه میانگین های مریوطه در جدول (۶-۸) 
منعکس شده است و صحت ادعای فوق توسط این جدول تایید می‌شود . 





oa > < OO مت جع‎ “A 4 


(t-a) Jya 


الف — براساس جدول ۲-۸۱ )تقد لا × ) ۲ ۷مقد اربه‌شرح جد ول ( ۴-۹ )خوا هدداشت. 
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جدول توزیم فراوانی متفیر (X Ep‏ براساس جدول (۴-۹) به‌صورت جدول (۴-۱۰) 


خوا هد یود . 





حدول )- ۴-1( 











۱۹1 آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


جد ول (ه ۴-۱) به‌خوبی توزیع نمونه‌گیری تقرییا " نرمال متغیر ل - ol (X‏ مید هد 
بااین وجودبرای نمایش بهتر این مطلب هیستوگرام این توزیع درشکل ( ۴-۴ )رسم شد هاست ۰ 










۵ ۱/۰ MO ۲۲۰ 5/۵ ۲/۰ ۲/۵ ۲۸۰ ۴/۵ ۵۱۰ ےہ‎ F 
X- Xe 


(f -۴( شکل‎ 


ب یرای اثبات بتد ب یکبار لت aks (uy‏ دیگدر slow bug a‏ مي‌کنيم. 
ae |‏ 


داریم . 
۵ + ۴ + ۲ 
۴ سک ےو ولا 
nE ۳ -æ‏ — 
۵ء u=‏ 
-Í =‏ = -- 
Hy ۴-1/۵ 2-۵‏ -- ول 


پراساس جدول (۴-۱۰) داریم 


IFR (Z, -ï 
سود =2 ی۷‎ vt )۰( )۱۱۰)۰/۵( 7000000 2A, = ۵ 


و بد ین ترتیب مطلوب بند ب ثابت می‌شود . 


ج برای اثیات این بند نیز مانند بند ب دو طرف تساوی را a: Slap‏ حساب می‌کنیم 2 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری WY‏ 


۲ یں ہے 
آ(۵ ۵-۲)+.۰۰+؟(۵ ofS -ï‏ + (۰-۰/۲۵) اکا پچ ذس تیه و ای ۱۲۳ PA‏ 
X‏ 


۱ ZF, YY 
۲ YA 

_ == ۸ 
Ky ۲ YY 


ah )۲-۴(۲+ (t-t) elot) 5 


و So Me‏ را pe ON‏ 
Y‏ ۲ 
EAA 0051000 2‏ یا 
yo ۲ ۴‏ 
حال طرف دوم تساوی را محاسیه می‌کنیم ‘ 
ro a‏ کے TY‏ 
7 = 0 0 
۲ _ ۴ ا ےچ J‏ 
و و وہ سے ےہ سے سا لہ عو بے لیے 
n n yty ۱ fek‏ 


1 ۱ 


بد ین ترتیب فضیه (۴-۶ ) بطور کامل توسط مثال ( ۴-۸ ) sacl‏ میگردد . واضح است که در 
قضیه ( ۴-۶ ) شکل توزیع متفیرها در دو جامعه اهمیتی نداشته و هرگاه توزیم نمونه‌گیری 
( )ها نرمال و یا نزدیک بەآن ML‏ توزیع نمونه‌گیری x, - Ky)‏ ) نرمال خواهدبود خواه 
توزیع جوامع اصلی نرمال » د وجملهای و یا هر توزیع دیگری باشد . به‌همین ترتیب قضیسه 
(۶- ۴ )د رمورد متفیر P - BL)‏ ) در صورتی که هریک از دو متفیر Bs B‏ توزیع نرمال 


داشته باشند نیز “Lye‏ صادق است . 


الف - ۳ - توزیع È‏ و ربط بین میانگین نمونه و جامعه از طریق آن 


b‏ کنون برای حل مسائل مربوط به متقیرهایی از قبیل × و F‏ که دارای توزیم نرمال 


بودند ایتدا این منفیرها را به‌متفیر 7 تبد یل‌می‌کرده و با استفاده از جداول مربوط به‌توزیع 


۱۹۸ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


نرمال استاندارد 7 ۰ کار حل مستله را به‌مقدار زیادی تسہیل می‌نمودیم .شیوه تبدیل هر 
متغیر تصادفی به‌متغیر نرمال بی 7 نیز بدین صورت بود که مقدار آن متفیررا از 
میانگین آن کم نعودہ و Jalis‏ را بر انحراف معیار متغیر تقسیم می‌نمودیم . واضح است کے 
eas‏ فا جات plot Whale ee‏ تام عقدار اصواف ساوکیویوکنظر aaah‏ 
اگر متغیر اصلی ما × باشد تبدیل آن به 2 منوط به‌دانستن glade‏ ( پت ) جامعه eee‏ 
متغیر F‏ باشد بازهم محتاج دانستن O‏ جامعه می‌باشیم » زیرا همان طور که درقضایای قبلی 
ملا حظه گرد ید برای‌بد ست آوردن ن ت از انحراف‌معیار جامعه ( ي )استفاده می شود ,به‌د Sel‏ 
همین دخیل بودن ( و ) در عطیات تبدیل مر رمال اهف( لام در اکثر عطیات 
آماری استفاده از متغیر ( 2 ) به‌روش فوق ممکن نیست زیرا معمولا" مقدار( 6 ) نے تنها بر 
محقق مجہول است بلکه در بیشتر اوفات Ga Stay‏ مقداری برای( ن ) یکی از آهداف 
عملیات آماری می‌باشد . 

چاره چیست ؟ آ یا باید در برخورد بااین مشکل به‌کلی ازعملیات آماری‌صرفنظرنمود ؟ 
یا آن که بدون استفاده از متفیری مانند ( 2 ) از روشہای پرپیچ و خم و طولانی د بگری‌برای 
aaa‏ شاف ail‏ انا ورف کال تی رتا مار سی ری کم سن Re‏ 
آمارگران هیچیک از دو طریق نامعقول فوق را اختیار نکرده‌اند . روش منتخذه در برخورد با 
این مشکل از سوی آنان این بوده است که برای ( 6 ) یک مشخصه جایگزین انتخاب نموده 
و با استفاده از این مشخصه راه حل مشکل را ید ست آورده‌اند . بدون شک اکنون سئوال‌این 
است که این مشخصه چیست ؟ در پاسخ گفته می‌شود که مناسب‌ترین مشخصه‌ای کے می‌تواند 
به‌جای اتحراف معیار جامعه ( ی ) مورد استفاده قرار گیرد » انحراف معیار نمونه می‌باشد . 
بدین ترتیب آنان در مواردی که مقدار ( ن ) مجہول است در هنگام استانداردکردن متفیر 
مورد مطالعه از انحراف معیار نمونه ( 5 ) استفاده می‌نمایند . بدون تردید اينک خواهید 
پرسید که محصول و فرایند چنین تبدیلی بازهم متغیر نرمال استاندارد ( 7 ) خواهد بود ؟ 
پاسخ منفی است و متفیر حاصله متغیر نرمال دیگری به‌نام متفیر(ع )می‌باشد , رابطه این 
تبد یل همان طور که گفته شد همان رابطه مربوط به ( Z‏ است , با این تفاوت که در مخرج 
کسر به‌جای ( ن ) انحراف معیار نمونه یعنی ( 8 ) به‌کار رفته است 


t = ZH )۴ -۸( 





مثال ٩‏ - ۰۴ متفیر ( × ) در جامعه‌ای دارای توزیع نرمال با میانگین )10= (p‏ وانحراف 
معیار مجهول ( o‏ ) می‌باشد . در صورتی که (۴ = رید ) یکی از مقاد یر ان متفیر بوده 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری 1۹۹ 


و انحراف معیار یک نمونه ۵ تائی از این جامعه (Say)‏ باشد» مقدار( + ) متناظریانقطه 
x,)‏ )را محاسبه کنید . 


متغیر ‏ برای‌اولین بار درسال ۱۹۰۸ در یک مقاله بەقلمفردی pla,‏ وہ کت 


مورد بررسی قرار گرفت . از آنجا که در آن زمان این شخص در استخدام یک شرکت‌ایرلندی 
بود و این شرکت اجازه انتشار مقالات را با نام خود گوست بەوی نمی‌داد » او مقالات خود 
را با نام مستعار Student‏ پا دانشجو منتشر می‌نمود و به‌همین دلیل این متغیر تدریجا یه 
t‏ استیودنت با تا دانشجو معروف گردید . توزیع احتمال این متفیر بعدها توسسط شخص 
دیگری بهنام ر.۱. ee‏ مورد بررسی قرار گرفته و مشخص گردید . 

همان طور که گفته شد متغیر ( (E‏ نیز مانند ( 7 ) دارای توزیع احتمال‌نرمال‌می‌باشد 
Le‏ تفاوت‌اصلی بین‌این دو متفیراین است‌که د ررایطه محاسباتی مربوط به ( ا )ازانحراف 
با ec‏ و Sle we‏ در ار و اراک سار بان( 
مورد استفاده قرار می‌گیرد , همان طور که می‌دانیم Ghoul‏ معیار یک جامعه( g‏ )مقدار 
ثابتی‌د اشته و می‌توان آن‌را به‌عنوان یک پارامترتلقی نمود در حالی‌که انحراف معیار نمونسه 
S (‏ )مشخصه‌ای متفیراست که مقدارآن به‌چگونگی نمونه‌گیری و بخصوص‌حجم نمونه ( n)‏ ) 
سیوا gil Alig ab EREN‏ سطه این اتف که دا پش شال PE‏ 
( 2 ( فقط به‌یک متفیر یعنی ( × ( "بستگی داشته باشد در حالی که مقدار متفیر نرسال 
) ا ) بەدو متفیر ( × ) و ړك وابسته است jl.‏ آنجا که مقدار S‏ نیز چنان که می‌دانیسم 
به‌حجم نمونه ( ۱- ۲۱ ) بستگی دارد می‌توان گفت مقدار متفیر ( :1 ) تابع مقادیر دو متغیسر 


1 - ۷.5, ۱ 2 - 8.۸۰۳۱ 7 


۳ - در صورتی که برای محاسبه ( 7 ) متفیرهاگی از قبیل × یا AX, - Ka)‏ غیره به‌کاررفته 


O x‏ نیز همانند 


ع دارفا کیت نها eet‏ 
x‏ 

۴ - در توزیع تا نیز می‌توان به‌جای متفیر ( × ) از متفیرهای دیگری نظیر( × ) یال - (X,‏ 
استفادہ نمود . در این صورت اتحراف معیار این متغیرها نیز خود یک متفیر است و باز هم 





۳۰۰ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز ر گانی 


( × ) و (۱-) می‌باشد . به متفیر (n -١(‏ اصطلاحا" د رجه آزادی گفته می شود وباحرف 
p ( ely‏ انشان داده می‌شود .وابستگی مقدارمتفیر ( 6 ) به‌دو متفیر ( × )و -١(‏ ر)طی 
جریاناتی که از طریق تابع چگالی احتمال توزیع نرمال ( 6 ) استمودنت عمل می‌کند سبب 
می‌ثو د که برخلاف منحنی نرمال استاندارد ( 7 )ء متغیر  (‏ ) برحسب مقادیر مختلف 
( × ) و( ٩‏ ) منحنی‌های توزیع احتمال متعددی داشته باشد که البته همه این منحنی‌هااز 
منحنی ( 7 ) پهن تر بوده و همان‌طور که در شکل )4 — ۴ ) ملاحظه می‌شود ھرچقسدر حجم 
نمونه ( (1 ) ویه‌تیع of‏ د رجه آزادی ( ۱م = ر) بزرگتر می‌شود منحنی توزیع احتمال 
( تا ) به‌نحنی ( 7 ) نزدیکتر می‌گردد به‌طوری که در حجم های نمونه بالا (n pte)‏ این 
دو منحنی به‌قدری بەیکدیگر شبیه هستند که آمارگران در عمل ترجیح می‌د هند علیرغم 
استفاده از انحراف معیار نمونه ( 5 ) »از Jalas‏ مربوط به ( 2 ) استفاده کتند . معنای این 
حرف این است که وقتی zo)‏ (1)باشد انحراف معیارنمونه ( 5 ) تخمین خوبی از انحراف 
معیار جامعه ( ی ) بوده و می‌توان آن را به‌جای( ی ) مورد استفاده قرار داد . بد ین‌ترتیب 


استفاده ازمتفیر ( :1 ) به‌مواردی محدودمی‌شود که اولا" مقدار انحراف معیار جامعه مجپول 


و نا مشخص باشد و انیا" (۳> (N‏ بوده و به‌عبارت بپتر حجم نمونه نیز کوچک باشد . تا 
دراثر آن » فرض (5 = 0( غیر ممکن گردد نتیجتا" مقدار ( (o‏ همچنان مجپول‌باقی‌بماند 
چه در غير این صورت با استفاده از ت توزیع ترمال را استاندارد نموده و از جداول( (Z‏ 
کہ کار با آنہا راحت تر است استفادہ میکنند . 





فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری Ye)‏ 


خوشبخنانه مقادیراحتمال متفیر ( i‏ )برحسب مقادیرمختلف این متفیر و نیز برحسب 
مقاد بر مختلف د رجه آزادی ( رہ ) قبلا" محاسبه شده و به‌صورتی متناسب با نیازهای آماری 
طی جداولی که بعضی از آنا به‌همین کتاب نیز ضمیمه شده‌اند در اختیار آمارگران قسرار 
دارند و درواقم به‌خاطر رسیدن به‌چنین جداولی بودکه آمارگران وقت خودرا صرف بررسی 
متغیر t‏ نمودند تا در مواردی که محاسبات مریوط به‌متفیرهای نرمال از طریق توزیع ( 2 ) 
ممکن نیست بتواتند بااستفاده ازاین جداول خود را از دام محاسبات پیچیده توابع چکالی 
و غیره رهایی بخشند . معمولا" در منحنی توزیع  (‏ ) رسم پراین است که سطح زیر منحنی 
در طرف راست هریک از مقادیر ( غ ) را با حرف بونانی ( ۾ ) نشان داده و آن مقدار از 
( ع ) را که مساحتی معادل ( y‏ )را در سمت راست خود جدامی‌کند با نمایش‌مید هند . 
در جدول ضممیه کتاب toe‏ ) برای ۵ مقدار مختلف ( ى ) که بیشتر مورد نیاز استبر 
حسپ د رجات آزادی مورد لزوم (۹ ۲ے -١‏ ور ys‏ ) داده شده‌اند . به‌عنوان مثال مقدار 
متفیر L t‏ درجه آزادی(ع۶- را ) در سطح (۰/۰۵ (as‏ برابر (۹۴۳/ (HV‏ می‌باشد . 
چنانکه قبلا" گفته شد برای د رجات آزادی بالاتر می‌توان از توزیم نرمال استاندارد ( 7 ) 
به‌جای( ‏ ) استفاده نمود . 

با وجود جداول فوق معمولا" محققین در عمل نیازی به‌تابع چگالی احتمال ( ما ) و 
نیز میانگین ( لا ) و انحراف معیار ( ےن ) پیدا نمی‌کنند اما جہت مزید اطلاع خواننده 
گرامی خاطرنشان می‌گردد که میانگین ( + ) همانند میانگین ( 7 ) مساوی صفر بوده 
en pA‏ با ) و اتحراف‌معیارآن در درجات آزادی(٩۲‏ > « ) همسواره از ١‏ 
بزرگتر است (۱ < ره ) زیرا نحنی‌های( ‏ ) پہنتر از منحنی( Z‏ ) یوده‌وواضح 
است که هرچه‌یک منحنی با شکل‌کلی ثابت متل منحنی نرمال پهن تر می‌شودانحراف 
معیار آن بزرگترمی‌گردد و چون ۱ 9 )میباشد "labs‏ همه‌نحنی‌های( ج )مزیور انحراف 
معیاری بزرگتر از ۱( ان 6) خواهند داشت . 
مثال ۱۰ - ۰۴ متغیر ( X‏ ) درجامعه‌ای دارای توزیع نرمال با ميانگین (sto)‏ و انصراف 
معیار مجہول ( ن )می‌باشد . اگر بدانیم نقاط متتاظر با یکی‌ازمقادیراین متغیر در توزیع 
2 ۰ < ( به‌ترتیب نقطه (۲< 7 و tat‏ ) می‌باشد مطلوب است : 
الف - مقد ار ( 7۴ ) در نقطه مذکور در صورتی که بدانیم انحراف معیار یک نمونه ۲۵ Shack‏ 
این جامعه ۳۔8 می‌باشد . 
ب ‏ انحراف‌معیار نمونه‌ای که براساس آن مقدار ( ] )متناظر با نقطه فوق‌محاسبه‌شد هاست . 
ج اگر بدانیم متغیر ( E‏ ) مزیور مربوط به نقطه ( ۰/۰۱ م ) می‌باشد مقدار درجه آزادی 
( لا ) و حجم نمونه ( م ) را محاسبه کنید . 


Yey‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازرگانی 


پاسخ: الف — چون (۳۵ = ۲ ) است داریم : 


۶ = ۲«۳۱+۲۰)ع +2 = x -u= (2)(0)—> x‏ ہم 





ب -یراساس رابطه (۷۔۴) داریم : 








در بند الف مقدار (2۲۶ مد ) محاسبه گرد ید که آنرا در رابطه فوق قرار داده و مقدار 8 را 


ج - با مراجعه به‌جدول در می‌يابیم که د ر نقطه ( 20/۰۱ ) مقدار تا با درجه آزادی (۷- 


. مقدار تقرییی (۲) دارد‎ v 


a‏ چو E‏ کی 


داریم: 
=A‏ ۷+۱ = ہر V =n- > N=‏ 


سا طارفا سد سا سار ی سر ا ce Sate‏ و ضرات 
معیار نمونه مربوط به‌همان متغیر تقسیم paS‏ متغیر حاطه ( ج ) استیودنت خواهد بود . 
سان است این متغیر ( 2( با ( CK‏ با( - ) و یا هر متفیر با هرشکل دیگری باشد . 
واضح است‌که وقتی متفیر ( 7 ) یا ( ain AE‏ اصلی ما باشدباید انحراف معیار همین 
متقیر را در مخرج‌کسر رابطه ( ۴۸ ) مورد استفاده قرار داد که در این صورت رابطه بهصور 


Mes‏ یس کدی 


اس ہت 


S- 
x 


Ee 





فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۳ 


ا )س (E‏ 
SK)‏ 
سئوالی که اکنون مطرح می‌شود این ن است که مقادیر ے8 د Sg, z p)‏ چگونه‌تمیین 


Sa Sige‏ ؟ در مورد (Se)‏ مشکل چندانی وجود ندارد زیرا طرز ساسا ن درست مشابه 


۳ شد‎ Lege Ox 





(۴-۹) 


با قرار دادن این مقدار در رابطه فوق » این رابطه برحسب متغیر (F)‏ به‌شکل‌زیر کامل 


A 


می‌شود . 


)۴-۱۰( 


اما اگر متغیر اصلی ما ( × - X‏ ) باشد محاسبه انحراف معیار آن کمی متفاوت باروشهای 

قبلی خو اهد بود . در بررسی متغیر نرمال استاندارد ( 2 ) برحسب ) (X, -Xy‏ ملاحظه 
۲ 

کردیم که انحراف معیار این متفیر براہر با لگ + لے J‏ می‌باشد . حال اگر مقادیر 
۲ ۱ 

انحراف معیار | j‏ دو نمونه مربوط به E‏ حجم‌های ( ۰ ۳ 2 sn,‏ ھچ i‏ ...سس 

آمده باشند » چنا ن که قبلا' گفته شد مقادیر ۲ ,95 etre,‏ سای تا " خوبی از 

o“‏ و0 بوده و بازهم می‌توان E‏ او اج دو انحراف معیار نمونه در رابطه فوق» 

انحراف معیار جامعه مربوط بەمتغیر ( -F‏ × ) را بطور تقریبی بد ست آورد . مشکل اصلی 


وقتی بروزمی‌کند که حجم یکی از دو نمونه يا هردوی آنها از po‏ کوچکتر باشد دراین‌صورت 


3 at 
5 ae 9 ۶ 
سو و بودو اگر‎ S تخمین خوبی از انحراف سس امن‎ n, 1 ny i 


از این عبارت به‌جای انحراف معیار جامعه استفاده شود متفیر حاصله نه تنہا توزیم نرسال 


Yet‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازرگانی 


استاندارد ( 2 ) نخواهد داشت SL‏ توزیع احتمال آن با توزیع ( ] ) نیز بسیار متفاوت 

می‌باشد .نتیجه تلاشهایی‌که برای حل معضل‌فوق صورت گرفتها ست بدین صورت قابل بیان 

است که اگر متفیر اصلی ما متغیر (, - (X,‏ با توزیع نرمال باشد و انحراف معیار جامعسه 
نیز مجپول بوده و حجم حداقل یکی از دو نمونه نیز کمتر از ۳۰ باشد فقط وقتی می‌توان 
این متغیر را به‌متفیر ( :1 ) تبدیل نمود که بدانیم انحراف shine‏ دو جامعه با یکدیگر برایر 

است یعنی( ٢س gba‏ )میباشد . معمولا" در آمار چنین متداول است که اگر در جایسی از 
وجود این شرط مطمتن نباشند ابتدا بەنحوی وجود آنرا ثابت می‌کنند و بعد متغیر فسوق را 
به‌متغیر ( t‏ ) تبدیل می‌کنند . به‌هرحال اگر به‌نحوی از وجود شرط فوقاطمینان حاصل شود 

در آن صورت می‌توان متغیر ترمال ( (X, -X‏ را براساس رابطه ([ ۴-۱ ) به‌متغیر نرمال t‏ 

تبد بل کرد . 


(Z\-Z,)-(u,-ny) 
ots 
R 


REF SE )۴-١١( 
0ت‎ 
درجه آزادی‎ L(t ( توزیع احتمال‎ chlo ) ۴-۱۱ ( متفیر ) 6 ) حاصل از رابطه‎ 
رب( = ر) می‌باشد . مشخصه(_8) که در مخرج کسر فوق به‌کار برده شده است‎ 
. از طریق رابطه ( ۴-۱۲ ) قابل محاسبه است‎ 


۲ ۲ 
a ۲ (n, 2-۰ + (n,-1)S, 


= سل‎ 
p ny n =v 


مثال ۱۱- ۴: متفیر ( x‏ ) در جامعه‌ای دارای توزیع نرمال با میانگین y ste)‏ )و اتحراف 
معیار مجپول ( ی ) می‌باشد . 

الف از این جامعه نمونه‌ای به‌حجم (۱۶- ور ) اخذ شده و میانگین و انحراف سیار OT‏ 
به‌ترتیب معادل Fatt)‏ و ۳= چ8 ) محاسبه شده است . مقدار( ‏ ) متناظر با میانگین این 
نمونه را محاسیه کنید . 

ب از جامعه د یگری با متغیر نرمال ( (x‏ به مبانگین (۲ 2۳ (u,‏ و انحراف معیار مجهول 
) ,ی ) یک نمونه gel ٩‏ اخذ شده و متخصه‌های آن به‌ترتیب (2۳۰. :2 و 5.2۲ )محاسبه 
شده‌است مقدار t‏ متناظر با مقدار( Z- Z,‏ )را محاسبه کنید , در صورتی که‌واریانسهای 


فصل چھارم - توزیع احتمال نمونه گیری i‏ ۳۰۵ 


دو asa l>‏ مساوی باشند ۰ 


ب -ابتدا از رابطه ( (Yay i‏ سے را محاسبه نموده و سپس از طریق رابطه (۱۰ - ۴ ( 


مقدار + را بەد ست میآوریم . 


۲ ۲ 
7 رن یں رم ها + mens‏ 


0 5+ ۳-۲ 1۶+٩۹-۲ ۳۳ 





ہے۔ $ ۷ >> So‏ 
t/t‏ ہت نات گے ۓے (۳۰-۳۲) - (۳۲-۳۰) ( لا (xx)‏ ۱ 


S5 Lgl ۳/۷ —+ )۲/۷() x) 


ny ny \ 5 


مثال ۴-۱۲ یک کارخانه کمپوت وزن خالص قوطی‌های کمپوت پر شده خود را Foo gr‏ 
اعلام نمود ماست . برای آزمون این مدعا یک نمونه ۲۱ تایی از این محصولات موردآزمایش 
قرار گرفته و مشخصه‌های این نمونه به‌ترتیب ( Z -۴۰۵ gr‏ وه ۱< 5 ) محاسبه شده‌اند , 
الف اگر ملاک صحت leal‏ این باشد که + محاسبه شده در فاصله ( 
قرار گیرد LT‏ می‌توان ادعای فوق را رد کرد ؟ 


ب اگر یک‌نمونه ۴ تاییا زمحصولات یک‌کارخانهد یگربه‌ترتیب‌دارای‌مشخصه‌های ( جو ۰ 2۴۱ 2 


ہی من 


و ٩,2۴‏ ) بوده و صاحب‌کارخانه اول مدعی‌باشد کەوزن قوطی‌های کارخانه‌دوم نیز همان 
foo gr‏ است kT‏ می‌توان این ادعا را باطل دانست در صورتی که ملاک قضاوت همان ملاک 
بند الف بوده و واریانس محصولات دو کارخانه مساوی هم باشند , 

جخ :اف یرای آزنون مخت 3عائ نون کائی ات فد 2 پر اک ر تا جرا 
با درجه آزادی (2۲۱-۱-۲۰ v‏ )از جدول بدستآوریم و سپس مقدار تا مربوط به بند الف 
ربا slog‏ اطلامات شررت مات گرم کو قتان تاه شوه یروا 
فاصله بد ست آمده از جدول ath‏ اد عا قابل رد نیست و در غیر این صورت رد می‌شود . 


=T/ATA -t -۳/ 4۲۸ 
و‎ ۲۰( / : ۱ 


(e #۷۰۱ ,۲۰( 7 


re‏ ۱ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو باز رگانی 


ناحیه بحرانی یا ناحیه رد ادعا (۲/۵۲۸ > ځمحاسبه شده > ۲/۵۲۸-) می‌باشد 
حال t‏ را محاسبه می‌کنیم ۳ اد عای کارخانه به‌منزله 2-۴۰ 1 تلقی می‌گرد د ۰ 





تا محاسبه شده در ناحیه بحرانی نیست و نمی‌توان ادعای کارخانه مزبور را رد نمود . 
ب - نظیرعملیات بالا را برای‌متفیر ( X, = X,‏ )تکرار می‌کنیم ۱ ناحیه بحرانی همان ناحیه 
بند الف می‌باشد . ابتدا S,‏ را محاسبه میکنیم . 


۲ ۲ 
,۱(5-,ط)‎ + (n,-1)S, 





_(Yexteo)+(TxiF} _ ۲۶۳۸ _‏ _ = 
1ھ ۳ Sp 207031 I+‏ 
۴ 8 
p‏ 
حال مقدار ( ] ) مربوط به متفیر فوق را حساب می کنیم . 
۵ -_ 5 ۵ سے ( ہہ ۴۰۰-۴۲)-(۲۰۵-۴۱۰) 5 0ے 00ط E‏ 
WATE ۱ ۵/۱۳۸‏ لم ل ہت 
PJ it "he V SEE‏ 


t‏ محاسبه شده بزرگتر از (۲/۵۲۸-) بوده و در ناحیه بحرانی قرار ندارد . لذاادعای‌دوم 
کارخانه کمپوت سازی صورت مسئله قابل قبول است ۰ 


ب - نوزیعهای احتمال رابط بین انحراف معیار نمونه ( S‏ ) و انحراف معیار جامعه( ه) 


تا کنون در میاحث فصل چہارم در مورد توزیعهای احنمالی صحبت شد که به نحوی 
بین میانگین نمونه ( جر ) با میانگین جامعه ( y‏ ) ارتباط‌برقرار می‌نمودند , در فصول بعدی 
از این توزیعهای رابط‌برای بدست آوردن مقدار میانگین جامعه و یا مقایسهیین مبانگین‌های 
cloth pale‏ راسفاده خوانهه as‏ لی CU Lye‏ فوق برای ارات (ie anlar baw‏ 
نیزمی‌توا ند مطرح شود ,بد ین ترتیب که در بسیاری از عملیات آماری محقق با در اختیار - 
داشتن مشخصه‌های یک پا چند نمونه » می‌خواهد نتایجی را در مورد انحراف معیار یک یا 
چند جامعه بدست‌آورد . همانند مورد میانگین بدون وجود یک حلقه رابط‌بین نمونه‌وجامعه 


فصل چھارم - توزیع احتمال نمونه گیری Yey‏ 


نمی‌توان صرفا" با داشتن مشخصه‌های نمونه از قبیل Z)‏ و و ) به‌هیچ نتیجه‌ای در سورد 
ارات سا رجا م ) Gas‏ بات در مورف ھا کی این عفان رابط وایتن لاق 
ارتباطی دو متفیر ( 7 و ) و جداول توزیع احتمال آنها بودند متفیرهای شناخته Glas‏ 
نیز وجود دارند که از طریق آنہا انحراف معیار نمونه ( و ) با همین مشخصه در جامعه‌یعنی 
( ی ) مرتبط می شود و اگر آمارگری بخواهد با داشتن مقدار انحراف معیار یک یا چندنمونه 
از یک یا چند جامعه , نتایجی را در مورد انحراف معیارهای آن جامعه یا جوامع بد ستآ ورد 
می‌تواند از این متفیرها استفاده نموده و به‌کمک جداول توزیع احتمال از پیش محاسبه شده 
آنها نتایچ دلخواه خود را بدست آورد . یکی از این متغیرها ء متفیر تصادفی چی دو )7( 
می‌باشد . این متفیر نتیجه وجود رابطه واقعی است که بین انحراف معیار یک نمونه ( و )با 
انحراف معیارجامعه مربوط به‌همان نمونه ( g‏ )وجود ۳1 و از آنجا که‌جدول توزیع احتمال 
آن از قبل مشخص شده است » در مواردی که محقق ( 5 ) را در اختیار داشته و مقدار ( و ) 
i‏ | می‌خواهد می‌تواند مورد استفادہ وی قرار گیرد . دومین متغیر رابط بین ىن انحراف معیسار 
نمونه و جامعه » متفیر ( F‏ ) است که این یکی نیز محصول ارتباط ذاتی بین ( 5 ) های‌دو 
نمونه از دوجامعه متفاوت با ( 6 ) های مربوطه می‌باشد و توزیع احتمال شناخته شده‌اید ارد 
که در جداولی در اختیار محققین می‌باشد . واضح است که متقیر ( ۳ ) وقتی مورد استفاده 
قرار می‌گیرد که محقق انحراف معیارهای دو نمونه را در اختیار داشته و تصمیم داشته باشد 
بین انحراف معیارهای دو جامعه مربوط بەآن دو نمونه مقایسه Jasa‏ آورد . ذیلا" هریک از 


این دو توزیع بطور مختصر و در حد ضرورت مورد بحث فرار می‌گیرند , 


ب - ۱ متغیر( ۲ ) وربط بین ( 5 و 6) از طریق آن : 

در بحث ميأتگین مشاهده گردید که میانگین نمونه‌های ما خوذه از یک جامعه متفیری 
تصادفی است که مقدار آن از یک نمونه به نمونه دیگر تفییر می‌کند . واربانس یک نمونه‌نیز 
چنین حالتی دارد زیرا بدون شک مقادیر واریانس نمونه‌های بر تایی که از یک جامعسها خذ 
می‌شوند با یکدیگر مساوی نبوده و هر نمونه واریانسی مخصوص به‌خود دارد و بدین لحاظ 
واریانس نمونه یک متغیر است و از آنجا که‌نمونه‌های فوق به‌طورتصادفی‌از جا معها خذ شد ها ند 
واریانس نمونه یک متفیر تصادفی بوده و بنایراین دارای یک توزیع احتمال خواهد بود . 
مثال ۴-۳۲ تمامی ده نمونه سه‌تایی بدون جایگذاری ممکن از یک جامعه ۵عضوی اخذ شده 
و واریانس نمونه‌ها به‌ترتیب مقادیر ۲ ۵۰۴۰۳۰۲۰۴۰۳۰۴۰۳۰ می‌باشند . مطلوبست جدول 
توزیع احتمال واریانسہا , 
پاسخ : چون نمونه‌گیری انجام شده است بنابراین احتمال تجربی یا فراوانی نسبی مطلوب 


Y-A‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 


مسئله می‌باشد . 





m=) e 


جدول (۱۱- ۴) 


در جدول فوق m‏ نشانگر تعداد نمونه‌ها می‌باشد . 

بررسی‌های انجام شده نشان مید هد که اگر برروی متفیر تصادفی ( 3۳ )که نمونه آن از 
یک جامعه نرمال اخذ شده ath‏ عملیاتی به‌صورت رابطه ( ۴-۱۳ ) انجام گیرد این متفیسر 
تصادفی » به متفیر تصادفی جدیدی بنام چی دو تبد یل می‌شود که این اسم تلفسظ حرف 
(x Jets‏ می‌باشد و عده‌ای آنرا خی دو نیز تلفظ می‌کنند . از آنجا که این متغیر مربع 
متغیر چی ( (X‏ می‌باشد چی د و باخی دو خوانده می‌شود و عده‌ای نیز از آن با عنوان مربع 
چی و یا مربع خی یاد می‌کنند و بالاخره در نزد انگلیسیزبانان‌این متفیر بنام کای اسکویر 


معروف است . 


(۴۰-۱۳) ۳ 
سح و2 x‏ 

0 

مثال ٩۴‏ - ۴ ؛ انحراف معیار جامعه‌ای g =Y)‏ ) و انحراف معیار یک نمونه ده‌تایی از همین 


. اش تار یر متناظر با این نمونه را پیدا کنید‎ gw fig ey anal 


پاسخ : 


۲ 

۲ (n-1)S (1 Š 

yo sAn t 
ی٢‎ y“ 


چنان که در رابطه (۴-۱۰) به‌خوبی مشہود است مقدار متفیر ) x"‏ ) تایعیاز دومتفیر 


آ8 و (nt)‏ می‌باشد و از آنجا که مقدار "و نیز خود تابعی از (۱- (n‏ است می‌توان 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۳۰۹ 


گفت که مقدار ( ۱ × ) عمد تا" از ( د م )تبعیت می‌کند کەآن را درجه آزادی نام نهاده‌انند 
اگر تمام نمونه‌های n‏ تایی ممکن از یک جامعه نرمال متلا" نمونه‌های ۴ تایی ) اخذ شده و 
)87( هر نمونه محاسبه شود و سپس مقدار )* (y‏ متناظر با هریک از "و ها محاسبے شده و 
جد ول توزیع احتمال این (XT)‏ ها مشخص گردد و سپس هیستوگرام فراوانی آن رسم شسود 
می‌توان با نقریب این هیستوگرام » منحنی توزیع احتمال (۲ (y‏ را بدست آورد کسه بدون 
ترد ید شکل این منحنی برحسب درجات آزادی ( را ) مختلف متفاوت خواهد بود . درشکل 


yi )۴۶(‏ یی × برای درجات آزادی ۴ و ۷نشان داده شده است , 





شکل (۴۶) دو منحنی X‏ 


تا (x‏ دارای چند خاصیت مہم زیر می‌باشد . اولا" چنانکە از پاراگسراف قبل 
به‌خوبی فہمیدہ می‌شود این منفیر « فتفیری ناپیوسته است که پس از رسم هیستوگرام توزیع 
احتمال آن ؛ این هیستوگرام بەیک منحنی تقریب می‌شود, "Lob‏ مقدار ( (y‏ همواره‌متبت 
می‌باشد زیرا هم در صورت وهم در مخرج رابطه (pyy)‏ فقط‌اعداد مثبت وجود دارند و 
ٹالٹا”منحنی توزیع احتمال (۲ »)با افزایش حجم‌نمونه ( (n‏ به‌توزیع نرمال نزدیک‌می‌شود 
به‌طوریکه برای تمونه‌های ( soo‏ ور تایی می‌توان )" )) را با مختصر تفییراتی په نحضی 
( 2 ) تیدیل نمود . اما برخلاف توزیعهای( 7 و 6( تقارن نسبت بەیک نقط‌خاص ازقبیل 
=e)‏ لإ در 2 و ) به‌هيچ وجه از خصوصیات شاخص یک منحنی (؟ (X‏ به‌حساب نمیآید . 

معمولا" در جریان یک عطیات آماری » آمارگر به‌تابع چگالی احتمال" ×[( (x‏ ]و 
Oye ۲‏ محتاج نمی‌گرد د زیرا مقادیر احتمال 5 ۷( ) برحسب مقاد بر se‏ این متفیر 
با د رجات آزادی گوناکون محاسیه شده و در جداولی در اختیار محققان قرار دارد . شکل 
تنظیم این Jalas‏ د رست مشابه جداول ( 1 ) می‌باشد یعنی در اولین ستون جدول د رجات 
آزادی » و دراولین سطر جد ول مقادیر ( o‏ ) مشخص شده است مقصود از ( ین )مساحتی‌است 


که هریک از مقادیر آ در سمت راست منحنی خود جدا می‌کنند و به عبارت بہتر مقدار 


re‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو jl‏ گانی 


× )گویای این ن مطلباست که مقدار متفیر (۲ × ) سطحی معاد ل ( 6 -۱) را در سمت چپ 

E ee‏ سطح سیاه زیر منحنی معادل ( بج ) و سطح سفید معادل 

( ۵ -۱) می‌باشد , بدین ترتیب مقدآر(؟ yass bTas by‏ و( ۵ 7 = (oa‏ 

که به‌طوراختصار به‌صورت ( : 
T‏ 


زیر بد ست میاید 


x‏ )نشان داده‌می‌شود ازجدول ضمیمه CLS‏ بەصورت 


۵ و ۵ 





وجود دو مشخصه و و و در رابطه " x‏ به‌همراه مقادیر احتمال از پیش محاسبه شده و 
استاندارد این متغیر » بهآمارگران این امکان را میدھد که با داشتن مقدار آج8 ء نتیجەای 
eet‏ را دز مروف( و )به دست آورند. 
مثال ۱۵ - ۴: واریانس یک نمونه ده‌تایی از یک جامعه (۴= آ8 ) می‌باشد . یک آمارگر 
می‌خواهد در مورد فرضیه ( ۵ (gh‏ تحقیق کند و ملاکهای قضاوت مورد نظر او بدین قرار 


- اگر(؟ )(محاسبه شده > pag‏ ,یآ × ) باشد از نظر | و (۵< 0( مردود است . 
E‏ وا مق ack ) Me at‏ از نظر او (۵ > آى ) مردود است . 
۲ باشد از نظر ! 
ag Ste‏ ,پل > ساب شد > ور ,و ) باشد از نظر او (gh =a)‏ قابل 


EA erat cy‏ ورای وو وت و ee eae‏ و قضاوت نمود ؟ 

پاسخ: : ابتدا sees ieee ars‏ از جدول استخراج نموده و ی مها by wy‏ به‌نمونه 

sige le‏ قوق را یا فرش a)‏ اہ سا سو کی یاه ا ماه مه تا 
Jalas slay `‏ در مورد سه فرض فوق فضاوت می‌کنیم . براساس جدول داریم . 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری YH‏ 


Sie ۲ ۱‏ ۲ تو کو 
Kay yay et °< Xa avza Y‏ ۱۴/۹۲۰ رم ٢/٢۲٢٢ X‏ خ رو ۹× 
t‏ 
(NUE _‏ 8 (احط) ۔ ۲ 
xX = a z E‏ 


همان طور که ملاحظه می‌شود هیچیک از سه فرض فوق در این آزمون رد نمی‌شود . ننیجه‌ای 
که می‌توان گرفت این است که فرض (۵- آ ) برای منظور این محقق راهگشا نبوده و اویاید 
برای اخذ نتیجه فرض دیگری از قبیل 2۲ gal‏ غیره را آزمون کند . 

در خانمه‌مبحث توزیع 3 X‏ )یادآوری این نکته ضروربست که موارداستفاده این توزیع 
صرفا" در تخمین مقدار واریانس یک جامعه خلاصه نمی شوند , از این توزیع استفاده‌های 
دیگری نیز می‌شود که ذ یلا" یه دو مورد از مهمترین آنها اشاره می شود , یکی از این د ومورد 
ایجاد ارتبا ط بین مقاد یر نظری و تجربی یک متغیر می‌باشد . به‌عنوان مثال ونمونه‌ا ین مورد 
اقا ده Ste‏ او gia shan guia!‏ یک align‏ بر تاس تو او ر امت و 
می‌خواهید بدانید که آیا این تاس همتراز است يا خیر؟ به‌عبارت دیگر می خواھید بدانید 
که یا می‌توان از مقادیر احتمال نظری به‌جای مقاد یر احتمال تجربی در مورد آن استفاده 
کرد بدون آنکه در نتیجه کار تغییر عمده‌ای پدیدار گردد ؟ به‌کمک توزیع × می‌توان این 
مسئله را آزمون نمود . البته نتیجه‌گیری در مورد واریانس جامعه نیز که به‌کیک ( K‏ )انجام 
نی کت مک د گی | ر کی مورد آ مشا ده م با مه دوم مرخ ا اد گیا لی 
متفاوت‌اس تآزمون همبستگی بیند وعا مل‌می‌باشد .بد ہن سیک با استفاده ازع کوان 
تحقیق نمود که آیا دو عامل مسنقل از یکدیگرند یا به‌یکد یگر وابسته بسودہ و تفییرات یکی 
بر دیگری اثر می‌گذارد و بالعکس؟ به‌عنوان مثال با استفاده از × می‌توان تحقیق نمود که 
LT‏ مسکلہ تا هل و ازد واج بر سطح فهم دانشجو اثر حتمی دارد یا خیر ؟ 

بحث توزیع )1 )را در همین‌جا خاتمه داده و به‌بررسی‌توزیع دیگری که‌بین‌واربانس 
نمونه و جامعه رابطه برقرار می‌کند می‌پردازيم ۰ 


ب To‏ - توزیع فیشر ۲[ 
در بسیاری از عملیات آماری مثل تجزیه واریانس و غیره , آمارگر نیازمند آن است که 
وارہانس دو جامعه را با یکدیگر مقایسه کند . اگر اي ین دو جامعه توزیع نرمال داشته باشنسد», 


مقأیسه مزیور به‌راحتی با استفاده از متغیری بنام فیشر ( ٣‏ ) و توزیع احتمال مربوط بہەآن 
امکان‌پذیر است . رابطه مربوط به محاسبه این متغیر بصورت زیر است 


آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازرگانی 




















nr 
۲ ۲ 
21 a 
۲ ۲ ۲ 
--٦ zj = ۳" fy Oy (¥—1¥) 
لہ ہے2‎ ee تا یں‎ : 
a 7 5 
۲ ۲ ۳ ۱ 
۲ 0 
a, ۲ 


gla‏ طورکه از رایظه (PrP)‏ بەخوبىد يده میشود مقدار متغیر و تحت تا ثیرمقادیر 
دو متغیر SY 2S)‏ تعیین می‌گردد و از زآنجا که مقادیر ۲ 2S,‏ 3 نیز به‌نوبه خود از j‏ دومتغیر 
زاس و ۳۹ و ( ole (v, =n,-‏ می‌باشند les‏ مقدار 7را تحت rete‏ ولا وبا 
دانست که ,۷ مربوط به ( 5۲ ) موجود در صورت کسر و Vy‏ مربوط به آ8 موجود در مضرج 
کسر می‌باشد . به‌همین دلیل برای مشخص کردن دقیق یک مقدار 7آن را ie‏ ت7 نشان 
مید هند + 

اگرتمامی نمونه‌های n‏ تاییاز یک جامعەنرمال با واریانس of‏ و همدنمونه‌های ecb‏ 
از جامعه نرمال د یگری با واریانس ی را اخذ نموده و سپس تمام مقاد یر 7 را که با ترکیبات 
مختلف آو و Sy‏ موجود می‌توانند ایجاد شوند » محاسبه نعاییم و پس از آن منحنی توزیع 
احتمال مقادیر F‏ حاصله را رسم نعاییم منحنی حاصله را منحنی متغیر ۴ با درجه آزادی 
0.2 و ( اس وج , واضح است که اگر حجم هریک از نمونه‌ها تقییر کند » درجے 
آزادی ۳ تفییر نموده و طبیعتا" شکل منحنی توزیع F‏ تغییر خواهد کرد . شکل ( ۸- ۴) د 
منحنی ہز را با د رجات آزادی مختلف نشان می‌د هد . 


شکل ۸ ۴ دو منحنی توزیع احتمال F‏ 


تمامی مششصه‌های مورد استفاده در صورت و مخرج رابطه (۴-۱۴) به صورت مجذ ور 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری rir‏ 


که در رابطه فوق از واریانسهای نمونه و جامعه برای محاسبه مقدار F‏ استفاده شده است : با 
توجه به‌اینکه توزیع متفیر F‏ یک توزیع استاندارد بوده و مقاد یر آن برای احتمالات مختلف 


محاسبه‌شده و در جداولی د ر اختبار پژوهشگران می‌باشد از این توزیع برای مقایسه‌واربانس 





دو جامعه و به‌عبارت‌د قیقتر برای تخمین و آزمون سار سپتواریانس دو جاسه[ < 
استفاده می‌شود . 

مثال ۱۶ - ۴: واریانس دو تمونه که از دو جامعه ترمال اخذ شده‌اند به‌ترتیب ۸= آ8 و 
5۲-۲ می‌باشد . اگر مقدار ( ۳ ) متتاظر با این دو واریانس(۶= {F‏ باشد مقسدار نسبت 


21 
را محاسبه کنید . 
°F‏ 





پاسخ : از رابطه (۴-۱۴) داریم : 


مقاد یرمختلف متفیر ( F‏ )با درجات آزادی‌مختلف بها زاء دو مقدار ۱= ي و a = O%‏ 
که در عملیات آماری بیشتر مورد احتیاج هستند محاسبه شده و در جدول ضمیمه کتاب در 
اختیاردانشجویان گرامی قراردارد . همانند متفیرهای t‏ و ی از بر مقداری از متفیر 
F‏ است که مطابق شکل (۴-۹) مساحتی معادل ى را در سمت راست منحنی توزیسع احتمال 
( لاو P(v‏ جدا کند . معنای دقیقتر جمله فوق به‌صورت ریاضی زیر نوشنه می‌شود . 


27 <F ( = 1- a 
او او لاو وا‎ 


تمایش کامل یک مقدار 7[ بصورت Fa Very‏ می‌باشد . به‌عنوان مثال ازع ۵» ۱۶ 7 
3 3 

مقسداری از متغیر LE‏ درجه آزادی ( 4= ا ) و ( ۶= v‏ ) می‌باشد که مساحتی‌بعاد ل 

۱ را در سمت راست خود جدا می‌کند و به‌عبارت بہتر۹۹9 مقادیر متفیر 7 با همین د رچه 


آزادی در سمت چپ این نقطه واقع مي‌شوند ۳ 


l ۳۶‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادو بازر گانی 





(yaa) مکل‎ 


در جدول F‏ ضمیمه کتاب مقادیر F‏ فقط» برای سطوح اعتماد )%}= ۵ )و ( ۵9 ۶ ۵ ) 
داده‌شده است . عملا "د ربسیاری از مواردآمارگر محتاج دانستن مقاد یر ۳ برای )99% د ) 
و (۹۵۶ = و می‌باشد . اگر مقدار vy)‏ و ناو (Fi‏ در اختیار باشد از طریق رایطه زیر 


می‌توان مقدار [ Foy.‏ ] را بدست آورد . 


۲و ناو وه 


۳ \ 


س F‏ 
(۱۵ - ۴( سر وہ" وولو (i-a)‏ 


مثال ۱۷ - ۴ : مقدار متغیر ۹9۰۴۰۷ ۲۹ را تعیین کنید , 

پاسخ ۰ )0/94= F(a‏ در جدول وجود ندارد اما ( 2۰/۰۱ (Jaa‏ می‌باشد و F(1%)‏ در 
جدول موجود می‌باشد . براساس رابطه (۵ ۴-۱) اگر مقدار (۰۴ ۱2۰۷ ۳ ) را داشته باشیسم 
می‌توانیم مقدار ۹۹8۰۴۰۱۷ ۳ را بدست آوریم . از جدول داریم 


Fey f) ۸ 


حال از رابطه (م ۴۶-۱ ) استفاده نموده و مقدار ۲ مطلوب سئله را تعیین می‌کنیم A‏ 


۱ ۱ 
F ۲ مم = سس‎ Loy 
)۹۹7/. ۰۳ ۰۷( 
{Ya ¥) ۱۳/۹۹۸ 





با این مبحث فصل چپارمبه‌پایان می‌رسد و با پایان فصل چپارم جمیع مقدمات لازم برای 
تحقق اهداف عملیات آماری‌که در مقدمه CLS‏ گفته شد فراهم می‌گردد و انشاءالله درفصول 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۳۱۵ 


آینده با استفاده از مباحث این ۴ فصل چگونگی تحبقیق این اهداف مورد بحث قزار 


خواهد گرفت , 


مسائل فصل چبهارم 


الف — هیستوگرام فراوانی توزیع نمونه‌ای × را برای نمونه‌های ۴ تایی که باجایگذ اری 


Gr 


ب - تحقیق کنید که لا oS‏ سج 


0 ao 


إ [ کج 


ج  -‏ را طوری تعیین کنید که 8۶۸ مبانگینهای نمونه در فاصله1- u‏ و u +I‏ 
قرار گیرد . 

۲ — جامعه‌ای از اعداد شامل ۵ عدد 9۸۰۶۰۳۰۲ ۱۱ می‌باشد . تمام نمونه‌های‌ممکن 
به‌حجم ۲ را یک بار با جایگذاری و بار دیگر بدون جایگذاری انتخاب مي‌کنیم . برای هریک 
از دوحالت فوق مقاد یر زیر را پیدا کنید . 

الف - میانگین جامعه ب - انحراف معیار جامعه 

ج - میانگین توزیع میانگینهای نمونه‌گیری 

د انحراف معیار توزیع میانگین‌های نمونه‌گیری یعنی اشتباہ معبار ميانگین ها . 

۳-اگر در مسأله ۱ یک تمونه٩‏ ثایی با جایگذاری‌استخراج شوداحتمال آنکه میانگین 
نمونه‌ای مزیور درفاصله ۴۰۲ قرارگیرد چیست ؟ با فرض آنکه مقدارمیانگین‌ها به‌عدد صحیح 
تقریب شده باشند . 

۴ - در امتحان درس بیولوژی که شامل ده ستوال بود نمرات ۰۲۰۱ مد 168 بر 
حسب تعداد پاسخهای صحیح به‌شاگردان داده شده است » میانگین نمرات ۶/۷ و انحراف 
معیار آن ۱/۲ می‌باشد . با فرض اینکه توزیع نمرات نرمال است تعیین کنید . 
الف - درصد دانشجویانی که جمع نمرات آنها ۶ است . 
ب ‏ ماکزیمم نمره ده د رصد دانشجویانی که کمترین نمره را گرفته‌اند . 

. دانشجویانی که بیشترین نمره را گرفته‌اند‎ Jo% حداقل نمره‎ g 

۵ - میانگین قیمت فروش‌یک نوع مشخص صابون در پانصد مفازه خواربا رفروشی‌تهران 
۲ تومان و اتحراف معیار آن ۰/۲ تومان می‌باشد . اگر با روش نمونه‌گیری تصادفی از 
پانصد مفازه فوق صدنا را انتخاب کرده و کالای مزبور را قیمت کنیم احتمال اینکه مجموع 
قیمتپای داد ه شد ه 


الف بین ۴۹۶ و ۵۰۰ تومان و 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۳۷ 


ب ‏ بیش از ۵۱۰ تومان باشد چقدر است در صورتی که قیمت صابون‌ها توزیع نرمال‌داشته 
pine‏ 

۶ میانگین we‏ لامپپای ساخت تولید کننده A‏ برابر Foo‏ ساعت و انحراف‌معیار 
آن yoo‏ ساعت است در حالی که این ارقام برای تولیدکننده 8 به‌ترتیب ۱۲۵۰ ساعت و 

yoo‏ ساعت می‌باشد . اگر توزیع عمر لامپ‌ها در دو جامعه نرمال و ۱۲۵ نمونه تصادفی از 
لامپہای هریک از تولید کنندگان B‏ و ۸ آزمایش شوند احتمالات حالات ذیل چقدر است . 
الف - میانگین عمر لامیپای ساخت ۸ اقلا" ۱۶۰ ساعت بیش از لامپپای ساخت 8 باشد , 
ب - میانگین عمر لامپہای ساخت A‏ حداقل ۲۵۰ ساعت بیش از لامپپای ساخت ‏ باشد . 

۷- وزن نوع خاصیاز کاغذ هر برگ ۰/۵ گرم و انحراف‌معیار آن ۰/۰۲ گرم می‌باشد . 
دوگروه مستقل ۱۰۰ برگی را انتخاب میکنیم . احتمال اینکه وزن برگهای دو گروه بیشاز 
۲ گرم تفاوت داشته oth‏ چقدر است؟ 

۸ - میانگین عمرنوع معینی لامپ ۰ه۵(ساعت و انحراف معیار آن ۱۵۰ساعت‌است . 
سه لامپ طوری به‌هم مربوط شد ماند که وقتی یکی بسوزد دیگری بلافاصله روشن می‌شود . با 
فرض اینکه توزیم عمر لامیہا نرمال است احتمال وجود روشنایی را برای حالات ذیل پیسدا 

الف - حداقل ۵۰۰۰ ساعت ب ب Alis‏ ۴۲۵۵ ساعت 

٩‏ از جامعه‌ای نرمال با میانگین ۸۰ و انحراف معیار ۵ یک نمونه تصادفی ۲۵ تایی 
استخراج کرد ه‌ایم‌از یک جامعه‌نرمال دیگر با میانگین ۷۵ و انحراف معیار ۳ یک نمونه‌تصادفی 
۶ تایی استخراج کرده‌ایم مطلوب است احتمال آنکه اختلاف میانگینهای این دو نمونه‌بین 
۵ ۵/۶ قرار گیرد با فرض آنکه میانگینہا را با ۰/۱ تقریب محاسبه کنیم . 

٥‏ از یک‌جامعه نرمال با میانگین ۴۰ یک نمونه ۱۶ تایی استخراج می‌کنیم مطلوبست 
احتمال آنکه‌میانگین نمونه X‏ در فاصله ۱/۴۷۵ و U,-e/FY‏ قرار گیردءبا فرضآنکه 
میانگین را بتوان با هر دقت که بخواهيم محاسبه کرده و انحراف معیار نمونه SHY)‏ )باشد 

۱ - سثلەن را با این فرض حل‌کنید که واریانس جامعه ( آی )مجہول بوده وانحراف 
معیار یک نمونه ده تایی از آن۴۰/ >٥‏ 8 باشد و ضمنا" مقاد یر مطلوب بەترتیب به ۴۷/۶ ۰ 
۴۸ برای بند الف » و برای بند ب به ۵۱ تومان تفییر پیدا کنند . 

۲ با فرض تبات سایر شرایط. در مستله ۶ اگر واریانس جامعه محصولات تولیسد- 
کنندگان ۸ Oy so) ( Bs‏ ( طول بوده و شناوی SoS,‏ فرفن کرد و تمونه‌های ما خوذ د 

از جامعه ۵ تایی باشتد و بالاخره انحراف معیارهای این دو نمونه به‌ترتیب S Fo)‏ و 
ات )باشند »بند های الف وب را حل ‌کنید .در صورتی‌که‌توزيم عمر لامپپای دوکارخانه 
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ترمال باشد . 

۳ از دو جامعه نرمال با واریانسپای مجہول اما مساوی و میانگین‌های ۸۰ و ۵ دو 
نمونه ۷ و ٩‏ تأیی استخراج می‌کنیم در صورتی که انحرافهای معیار این دو نمونه به ترتیسب 
۵- ,8 و S =Y‏ باشند ء مطلوب است احتمال آنکه اختلاف میانگین‌های دو نمونه بین ۱/۵ 
و ۸/۶ قرار گیرد مشروط بر آنکه میانگین‌ها با ۰/۱ تقریب محاسبه شوند . 

۴ - از دو جامعه نرمال با وو سی بر ون ۰ (Uy‏ دو نمونه با حجم های 
n =۵ sn =$)‏ ) اخذ شده است ست , اگر انحراف معیارهای دو نمونه به‌ترتیب SY)‏ 5 و 

(S, =۹‏ بوده و واریانسهای دو جامعه نیز مساوی فرض شوند احتمالات زیر را پیداکنید . 
الف تفاوت میانگین د و نمونه حداقل (YA)‏ و حداکثر ( ۴۵) باشد . 
ب - میانگین‌های دو نمونه باهم مساوی باشند . 

۵ - از دوجامعه ترمال بامیانگین و واریانس مجہول » دو تمونمه‌حجم های ( 2۱۵ Nn,‏ 
و ۰ 2۱ )اخذ شده‌اند .اگر میانگین و انحراف‌عیارهای‌تمونه‌ها مقاد یر ETET =o)‏ 5 
و 10= تو ۴= (S‏ باشند و بدانیم واریانسهای دو جامعه باهم مساویند کل jest‏ 
آنکه اختلاف میانگین‌های د و جامعه حداقل مساوی ۵ باشد , 

۶ - سکه‌ای همتراز را ۲۵ بار به‌هوا پرتاب می‌کنیم . با استفاده از توزیع( 7 )نعیین 
الف احتمال آنکه بین (۱۵- ۷) بار شیر بیاید چقدر است ؟ 

ب - سکه همتراز دیگری را نیز ۲۵ مرتبه پرتاب می‌کنیم . احتمال آنکه سکه اول حداقل ۸ 
مرتبه بیش از سکه دوم شیر بياید چقدر است ؟ 

۷ - اگرواریانس یک نمونه ۱۶ تایی از یک‌جامعه نرمال (۹- "3 )با شدیا ۹۵5 احتمال 
واریانس جامعه ( آن ) از az‏ عددی کوچکتر خواهد بود ؟ 

۸- واریانس یک جامعہ نرمال (۶= o‏ ) می‌باشد , مطلوبست احتمال آنکہ واریانس 
یک نمونه ۹ تایی از این جامعه در فاصله (۲ (YE‏ واقع شود . 

۹- واریانس دو تمونه ۲۱ و ۲۵ تایی که بەترتیب از دو جامعه نرمال با واریانس 
مجپول گرفته شده‌اند به‌ترتیب ۸و۵می‌باشد. آیا با ہ۹ احتمال می‌توان واریانسد وجامعه 
ر مساوی دانست ؟ 

Yo‏ واریانس دو جامعه بەترتیب aia)‏ و ۶= ن ) می‌باشد . اگر از این دوجامعه 
دونمونه ۱۵ و ۲۵ تایی اخذ کنیم مطلویست : 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونەگیری 7 





gï 
۲۶/۳۱۳ < — > ۱/۵۷ ] =? - الف‎ 
5 
S! ۲ 
Bh ot Seay 
5 


حل مسائل فرد فصل چهارم 


تالق کا ela‏ فو تیج تسا E‏ ان سرت یل El Spe‏ 


۲ ۰۲ ۲ ۲ء ۴ 


۴ ۲ئ‎ ۲ ۴ 
Yaf fY ۲" ء‎ آ٢‎ 
۴ ۴ ا ۲ ۲ء"‎ 
۴ ۴ءء‎ ۴ ۲ آ٢‎ 
۴۲ ۰۳ f Tet ۴ 
٢١٢ ۴۳ء‎ ٢۴ ۴ 
۴ ٣ ا٣‎ ۴ ۲ ۴٣۴ 








جدول ۱۲ - ۴ 


جد ول توزیع نمونه‌گیری X‏ به‌صورت زیر می‌باشد , 

















فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری rv}‏ 


هیستوگرام توزیع نمونه‌گیری Y‏ به‌صورت زیر خواهد بود . 








F, 
7 
۴ 
۱ 
۳ ۲/۵ ۳ ۳/۵ Doz 
i 
(¥-4) شکل‎ 
2x 
ie 1 ۲+۴ ._ = 
ار وو سو سو عو یں‎ 
نمونه‌ها را بان نشان میدھیم‎ slaw 
IX, F 
سا سال‎ i `i ۲+ ۴)۲/۵( + ۶)۳(+۴)۳/۵(+۴ fA _ 
ا شا ہہ ہک ےہ‎ 
چنا‎ Hz =y 
o = ۶ ) x- v) ۹۹ ۳) + (fer)! zi 
o -El 3-4) ے (۴-۳)+(۴)۳/۵-۲+(۰ )۶+ (۳ 9 (۲ ا‎ _٣+۱۶۰۶۱۶۱ ۴ ے‎ ! 
x m So ور‎ E کے و سے‎ ۱ ۱۶ ۴ 
2 نے فو‎ 
r HRs F 


ج - چون توزیع نمونه‌گیری T‏ ها نرمال است اگر دو مقدار از مقاد ہر 2 را پیدا کنیم FADS‏ 
مقاد یر Z‏ د روسط این د ومقدارقرارگیرندمی‌توان نقاط متناظربا این دومقداررا بر روی منحنی 
ترمال مربوط به‌منحنی توزیع نرمال X‏ پیدا نمود ۰ تقاط ( ر8 ) د yg)‏ 2 )نقاط مورد 
نظر می‌باشند از جدول Z‏ داریم . 
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Gagne 2. ھا‎ 
fe لک سی‎ a. ese aC ee 
ova X= 7 Ta ) 
L ع ور‎ =ut Z POITE =¥+(-1} 6 ۱/۵ 
تا‎ ۱ 
ا00ت 0ور‎ 71 a78 


بتابراین ۶۸% از مقاد یر ¥ بین دو نقطه۵/ ۲ و ۳/۵ واقع می‌شوند و از اینجا می‌توان‌مقدار 


, را بەد ست آورد‎ T 


Uu + 1 ۶ ۵ — ۳ ۲ ٢ < y/o ج‎ ] 2 ۵ 


- اگر همه نمونه‌های۸ تایی استخراج شوندتوزیع x‏ ها یک توزیع نرمال خواهدبود , 
بنابراین Z‏ مربوط به‌این‌نمونه نیزیکی از ز نقاط یک‌منحنی نرمال بامیانگین ( =( E(X‏ ) 
و واریانس ( (OL = ٤‏ خواهد بود . نتیجه اینکه احتمال مطلوب ae‏ ہت 
زیر منحنی ا ۰ در فاصله (۱/۵-۴/۵) می‌باشد . (چون مقادیر X‏ به‌عدد صحیح 
تقریب شده‌اند ) . میانگین و انحراف معیار این توزیع نرمال را از اطلاعات مسئله ۱ می‌توان 
محاسبه نمود ه و با استفاده از جداول ( 7 ) احتمال مورد نظر را محاسپه نمود , 





Uz =U, =Y 
اجتلا ے‎ 
رت‎ yn un Y 
۲ )۱/۵ > X <¥/o)= FE (¥/a)- FE (1/0) 
اح ہے‎ 
va 
7 ) ۶> ۴/۵( = Bas ورہے‎ 
۳ 
2) Z= ۱/۵( ے‎ E ۵ 
۳ 


از جد ول تابع توزیع 7 داریم : 


فصل جهارم - توزیع احتمال نمونه گیری rrr‏ 


P(Z < ۴/۵) = F, (¥/d) ے١‎ oF (-¥/0) œ o 
۲ ۱/۵ > X > ۴/۵( > ] FOC ¥/a)- Fy )۱/۵( =F, ۔(۴/۵)‎ F (۴/۵۔)‎ 
۱/۵)ظ‎ > X ے (۵ا/۴>‎ ۱ o =1 
از پانصد مفازه با روش بازگردانی‌صورت‌نمی‌گیرد‎ aj lin يدون تردید انتخاب صد‎ ۵ 
یعنی آمارگر از یک مغازه د و مرتبه سئوال نمی‌کند و چون حجم نمونه بزرگتر از ۲۰ و برابر‎ 
صد می‌باشد لذا درصورتی که تمام نمونه‌های ممکن صدنایی انتخاب می‌شد میانگین وانحراف‎ 


معیار همه نمونه‌ها به‌ترتیب زیر بهد ست میآمد . 


uy >> ۲ 
O. = رو = هت یت‎ 
X yn ۷١١٠ 


نمونه انتخابی ما یکی از هزاران نمونه صدتایی است که‌ممکناست‌ازجا معه‌فوق‌انتخاب 
شوند و میانگین آن معکن‌است در هرنقطه‌ای از تقاط یک‌منحنی ترمال که توزیع میانگین‌های 
کلیه نمونه‌های ممکن را نشان می‌د هد قرار گیرد . بنایراین برای محاسبه احتمالات خواسته 
شده با یک توزیع نرمال با میانگین ۵/۰۲ و انحراف معیار ۲۷»-سروکار خواهیم داشت و 
به‌ترتیب زیر عمل می‌کنیم . 
ST‏ میانگین قیمت صد مفازه بین ۴/۹۶ و ۵ باشد مجموع آنها بین دو عدد داده 
شده خواهد بود لذا این ذو عدد را بها ستاندارد تبد یل می‌کنیم . 
ہے MEL‏ ۔ Z,‏ 
ò - ۲‏ 


نر وی ame‏ ون 


(سطح بین ۰- 7 و ۲- = 7 ) -(سطح بین ۲-- و ٥/۶۷‏ - =7 )عاحتمال موردنظر 
۸ = ۲-۰/۲۴۵۴ ۰/۴۷۷ (سطح بین 9220 0/۶۷ =2 ) س 
ب اگر میانگین قیمتہای داده شده ا ز (۵/۱) تومان بیشتر باشد مجموع قیمتها از 2۰ 


تومان بیشتر خواهد بود . 


rye‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازرگانی 


(سطح سمت راست ه = 2 ) = (سطح سمت راست 7۲/۶۷ ) - احتمال مورد نظر 
(سطح بین ه = 7 و ۲/۶۷ =2 )= 
۳۸ = ۰/۴۹۶۲ - ۰/۵ = 
۷- میانگین وزن برگہای د و گروه را با و نشان می‌د هيم , 





UWz 2. = Us pe = ۰/۵ - ۰/۵ ہے‎ 
(%\-Ry) a p L RET و دی وو‎ 2 
ایک ڑا‎ n ng loo 


متفیر استاند ارد شده برای تفاضل میانگین ها عبارتست از 


Iy-e‏ ھا ے و 
۵ ء٠‏ 


اما تفاوت ۲ گرم دروزن گل دو گروه برابر ojoof‏ سیب گرم تفاوت در میانگین ها 


می‌باشد . یعنی : 


s E Le کات کل ور رت ہب‎ 2 Pay ae 
7 ويا ۰۰۲/ کے لو‎ 2+ - * < 


که برحسب واحد های استاندارد عبارات فوق چنین خواهند شد . 


-efe ye متام ہے‎ 
as aka VY می کچ6 ویا‎ ٢۳ 





z ۱۱۱۳۲ )7<۲/۲۳۳( + P (Zs -۲/۲۳(‏ وبا =P TETS‏ احتمال مورنظر 


= ۲۸۰/۵ = ۰/۴۸۷۱( = ‘FTAA 


4 مقاد یر × با ۰/۱ تقریب بدست آمده‌اند و لذا تفاضل آنہا نیز با همین تقریب 


پد ست oe‏ داریم 
(Tez > O/Fd)= ۶‏ > ۳۲/۴۵ 


چون ترتع متفیر Xp)‏ - )یک توزیع نرمال است » اگر فرض کنیم 2 نقطه متناظر با 


فصل چهارم - توزیع احتمال نمونه گیری ۳۳۵ 


نقطه (۳/۲۵ = = Xx,‏ = ,كت را در منحنی نرمال استاندارد نشان داده و بەھمین ترتیپ 7 
نقطه متناظر با نقطه ۵/۶۵ Je‏ کات کر ale‏ داریم ‏ 


2,08 >) x.) > ۵/۶۵( - 20 > 2> 7 7 = Fee) - ee 


ابتدا Zine‏ و2 را پیدانمودہ وسیس((2 ) 7 ول F(z‏ را ازجداول بدست‌می‌آوريم. 





2, = ق8‎ 0 Sny)  _ ۳/۲۵ = (keya) _ - اوت وت‎ 
اک ہہ‎ fe + -FF i 
ny Ly 
(x) ~(Hy-Hy) ۵/۶۵ -2 
= 3 3 É vi ~ o / ۵۸ 
1 pee 
n, ny 


۱ 


P(Z >-۱/۳۲۹( F(2, = ۲ 


P(Z > -0/۵۸( 


F(Z.) = 0fY)\4%e 


208 <(Z,- x.) > ۵/۶۵(= F(2,)- E2 = ۰/۷۱۹۰ — ۰/۸۲۲ 2 ۷ 


P(¥Y/F > 2 > ۴۸ = ۶ الف‎ 


با نوجه به‌حجم نمونه عبارت فوق را به‌صورت زیر نیز می‌توان نوشت . 


P(tY/F > E<¥/A)= ? 





Xy~-4 Sa 
. ۳۴۳/۷۲۶ > X<t/A)= 7) — (= P(t < ہنا کہنا‎ ) 
ae a ہے‎ 
۲/۷۶ — ۲ - ajf 
t, = —— ۔ تلم‎ =- (fof 
۱ 7 ۶ءء‎ 
La 
Sno F/R = ۵7 ۱ 
ty: سس رٹ ہے‎ 3 --۶ 


P )-۲/۰۶۲ > کی‎ -۱/۷۴۶( < P(t. > -۱/۷۴۶( - P(t, > - ۲/۰۶۲( 
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از جدول t‏ داریم , 


P(t, > -۱/۷۲۶(< P(t, > ۱/۷۲۶( ۶ 
P( ta < -۲/۰۶۲( = p ( ta > ۲/۰۶ ۳(۳ ۰ ۳ 


)-۲/۰۶۲> ta > -۱/۷۴۶( ے‎ ۰/۰۶-۰/۰ ۲ 2۰/۰ ۳ 


۳- مستله را با همان شرایط مسئله ٩‏ حل می‌کنیم زبرا شرایط کلی یکسانی بر هردو 
حاکم است , 


P(Y/fò < (x,-x,)< ۸/۶۵( =?‏ 
چون واریانسپای جوامع مجپول هستند باید از توزیع تا استفاده شود , 


۳۱/۲۵ < (Fz, J< ۸/۶۵(< P (igo ل ٢ا = ۸/۶۵ ے ہے ماف‎ ) 


Sp fy سل‎ \t S5 [+ 
ny ny ny ny 


= P(t, <tyy<ty) = پت‎ = Fy 
۲ 1 
ee 757 
“p n+ 1-٢ ۹+۷-۲ 
afte = The -Vol_. = ۵۵ 





C= 


i ۷۱۵/۸۶) + + ( 1 


_ ۸/۶۵ ۔‎ ð 
کات = ا‎ ۵ 
. از جدول تا داریم‎ 
P(t y<- ۱/۷۲۷۵ )= Fe, ےه‎ ۴ 
P(t < ۵ ) = ۳0۷ھ"‎ 
۳۸۱/۴۵ > >(,×ہ5)‎ ۸/۶۵( =F, Da = ۰/۹۶۲ — ۰/۰۲ = ۲ 
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P({u = u J> ( = -۵ 
u uy) )لت‎ uu) ہ- لت &) ے‎ 


P({u,-uy) <۵(> P سر 3` ہے‎ = 
کھت‎ E 
(n, -1)s) + sy 
tit + )٩( (4) 


۱ T 
, -Erä = 2 ۲ و"‎ 7 


TAT Sore ae ۰7۶۲‏ وی 
ny ۰‏ 


۶) (uy, -u,} > a= P( tle < ۰( ۰۵ 
1 ۲ ۳۳ 


۱ 
۷- آی مقادیر Paces‏ می‌تواند داشته باشد که مقصود مستله مقداری از "ن است‌که 
۹۵9 مقادیر آن کوچکٹر از این مقدار باشند . چون آن در مخرج کسر 0 فرض 
ثبات سایر شرایطو تغییر مقدار وا ریانس این مقدار خاص از اي مقداری از × را مشخص 


می‌کند که از ۹۵3 مقادیر؟ LX‏ همین د رجه آزادی کوچکتر است Se:‏ 


۲ ۲ ۱ 
۵ء .٭* o‏ موردنظر 


از جدول داریم 
۱ : ۱ و ,. و 
_ (۱۵49_ 4 تے(۱١سطا‏ ۲ 0۳8-۱5 ۲ 
A= oe ae ea xv Vee er‏ 


۹ این مسئله در واقع مربوط به‌مبحث آزمون فرضیه‌ها می‌باشد و در اینجا اجمالا" 
به‌عنوان زمینه‌ای برای مباحث آن فصل ola,‏ حل آن اشاره می‌شود . مطلوب مستئله د راصل 
تحقیق در این مورد است که آیا می‌توان گفت که ٩۰7,‏ از مفادیری که واریانسهای این دو 
جامعه می‌گیرند باهم مساویند ؟ اگر واقعا" این طور باشد پس ۱٥%‏ مقادیر واریانسہا مساوی 
هم نیستند . معقول آن است که بگوییم این ده درصد وضعیت زیر را دارند . 


۲ ۲ 
۲ ۲ = of FY = ۲ ۲ = [S3 <2 0۵ / 0 
<0 = ae >1) = P(o <O) P Gy > / ۵ 


می دائیم که با هریک جفت از واربانسهای د و جامعه و یک جفت واریانس دو تمونه می‌توان 


YYA‏ آمار برای دانشجویان رشته‌های اقتصادوبازر گانی 


یک مقدار برای متفیر ( F‏ ) پیدا نمود که اگر تمام نموته‌های ممکن از این دو جامعه‌ا خذ شده 
2 تمام Ren corner arc Uy pam‏ ترکیپ شوند اندازه‌هایی برای ۳ پیدا خواهد 
شد . که از این تعداد مقادیر ( ۲ ) ۰ عربوط به‌حالت نساوی واریانسپا » ۵ مربوط 
بەحالت o1)‏ > )0( و ۵ باقیمانده مربوط به‌عکس حالت اخیر می‌باشد . چون نسبت 


۲ 
ov‏ 
) سل )با توجه به‌رایطه‌مربوط به متغیر ۳ با این متفیرنسبت مستقیم داردمی‌توان نوشت 
,8 
at ar ۲‏ 
r) <1) <3 (3) <r (S> ۱ ۱‏ 
OF of J‏ 0 
۱ ۱ 
با توجەبەنکات فوق می‌توان به‌طورتقریبی چنین‌گفت که ۵% از کوچکترین‌مقاد یر ( ۲۴و۲۰ (F‏ 


۲ ۲ 
مریوط بعحالت )1 = ae‏ و4٩‏ از مقادیر وسطی این 7 سوط (gpr 71 Hen‏ 
لان باقیماندہ مربوط به‌حالت سوم می‌باشد , اکنون با انتخاب یک جفت نمونه در واقم یکی 
از این مقاد یر ( ۲۳ ) انتخاب می‌شوند اگر این ( ۳ ) در فاصله‌ای از مقادیر (۲۴ و ۲۰ ۳ ( 
قرار گیرد که ٩٥%‏ از مقادیر وسطی این متغیر را در بر می‌گیرد فرض تساوی د وواریانس قابل 
رد ٹیست در غیراین صورت رد می‌شود .ابتدا فاصله فوق و سپس مقدار F‏ مربوط la,‏ طلاعات 
مسئلہ را محاسبه و آنها را با هم مقایسه می‌کنیم به‌دلیلی که بعدا" گفته خواهد شد معمولا" 
چنین عمل می‌کنند که‌به‌جای‌مشخص‌کردن ناحیه‌قا بل قسبول »ناحیه» غیرقایل قبول‌را مشخص 
E os‏ یمیت نی تا pds‏ 


( > محاسبه شده‎ FoF 


تا 1 = 
oe‏ بحرانئی ee)‏ ار ٣٣۳۴‏ ن۹" 


مقادیر دو حد فوق را از جدول پیدا میکنیم 


7 سے‎ 
Cae ce ae 


F = ۱ سب‎ = œ. / ۵ 








i ۳/۰۲‏ ۴٣و‏ ٢۲و‏ /۹۵ 
E E Y‏ 
نواحی بحرانی : F >۵ i‏ و۲ < ×7 
۸ 2 5 
F = a x ۲۳ = F3 = 1/۴‏ 
۱ 
Yi y‏ 
7[ محاسبه شده در نواحی بحرانی نیست و فرض زج = ن رد نمی‌شود . 


\ ۲ 





پاسخ مسائل زوج فصل چهارم 


الف :۶ ر۶ ب ۲/۲۹ ۳/۲۹ ج-ع۶وع دب ۲/۳۲ و ۲/۰۱ 
در هر بند عدداول از سمت راست مربوط به‌حالت با جایگذاری و عدد بعدی مربوط به‌حالت 


بدون جایگذاری می‌باشد . 


۴-الف - yy%‏ ب - ۵ ج - ۸/۲ 
۶ -الف - ۲۶ ٩۷/۷‏ ب سے 0/۶۲۹ 

۸-الف - ۲/۷۴۹ ب = % ۱۲/۵۱ 

1/0% - ۰ 

٢۴۶ ب - تقریبا‎ 10% “Loe - الف‎ yy 

۴ الف - تقرییا" »9 ٩‏ ب - تقریبا ( ه ) 

۶ - الف — ۰/۸۷۶۷ ب - ۹ ۱/۱۹ 


۱۸ - تقریبا" off‏ 
۵۰ الف - تقریبا" ٩۵%‏ ب مب تقریبا 1% 


جداول 
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11 


TU 182 
1342078 
2400144 


Ad 57 ٥٣ 


21474180 
34597200 


54027300 





10 


184756 
352716 
640616 
1144006 


1961256 


100 
8430285 
18123110 
20030010 


80045015 


48620 


02378 


293930 
497420 


817190 


1307504 





3124550 


46808253 


0راراق600 


10015005 


14307150 














6 7 8 
18564 3182 

27132 50388 
38760 77520 090 
54264 116280 ۵ 203490 
74013 170544 319770 
100947 245157 490314 
134596 346104 041 
177100 480700 108173 
230230 657800 1562275 
296010 60 220075 
376740 1184040 5 
75020 1560780 5 
503775 2035500 52923 


1 


8568 
11628 


20349 
26334 
33649 
42504 


53130 


118755 


142506 


3060 
3876 
4845 
5985 
7315 
8555 
10626 
12650 
14950 


20475 
23751 


27405 


R 4 2 3 
18 18 133 816 
19 19 171 969 
20 20 190 1140 
21 2t 210 13%0 
22 29 231 1540 
23 23 253 1771 
24 24 276 92034 
25 25 300 ۰ 0 
26 20 325 2600 
27 27 351 2925 
28 28 378 3276 
29 29 406 3054 
30 130 435 4060 























nv 13 13 1¢ 1s 
24 2704156 

25 5200300 

206 0657700 10400600 

27 17383860 20058300 

28 30421755 37442160 40116600 

29 51895935 67863915 77558760 

30 86493223 119759850 145422675 0 





*The author would like to thank Mr. Morty Yalovsky for computing this table, and {le Me 3il University, Deprriment 
of Computer Science for computer facilities. 


جدول شماره ۲ 
احتمال دوجمله‌ای نقطهای 


جد ول زیر احتمال مربوط به سطح 


هاشور خورد ه ر ارائه می کند 











Oo‏ سم لھ تی ھ 


© س ده دن ےه a‏ ہ مریم تع سے 


لت 





۷ ۱ جح ہے نو نت ھپ ھ نیہ موہ *8NHRK— SO‏ اس اي یه 6 5 


ewn= جح‎ 


10 
11 
12 


12 





دنبالسه جدول ۲ 














a 


19 


20 








z 
n 
pr (l -p a-f 
۳ 
r= کے کے‎ 
p= 
d -05 10 15 -20 225 30 35 -40 45 -50 
0 9500 -9000 -8500 -8000 0ء‎ -7000 -6500 -6000 0 000 
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.00011 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0 -9025 -8100 +7225 6400 5625 -4900 -4225 .3600 -3025 +2500 
1 :9975 -9900 -9775 -9600 -9375 -9100 8775 -8400 -7975 -T500 
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0 -8574 -7290 -6141 5120 4219 -3430 -2746 2100 -16684 .1250 
1 -9927 +9720 -9392 -8960 -8437 940 -7182 -6480 5747 -5000 
2 -9999 -9990 -9966 -9920 9844 .9730 957] -9360 -9089 8750 
3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0 -8145 6561 220 -4096 F164 -2401 17.85 1296 .0915 0625 
1 -9860 -9477 8905 . B192 -7383 ۔‎ 7 630 -4752 -3910 «3125 
2 -9995 -9963 0980 728 9492 9163 8735 8208 TH85 -6875 
3 1.0000 0999 -9995 9984 -9961 .9919 „9550 974i 9590 W375 
4 1.0000 1-0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 











0313- 
1875- 
0ء 
8125+ 
9688- 
1.0000 


0156 
-1094 
3438 
6562 
-8906 
+9844 
1.0000 


.0078 
10625 
2266 
-5000 
.7734 
9375 
£9922 

1.0000 


-0039 
0352 
+1445 
-3633 
-6367 
+8555 





0503 
2562 
1 
.8688 
-O815 
1.0000 


0277- 
6ء 
4415 
14 
9308- 
9917- 
1.0000 


-0152 
-10234 
3164 
-6083 
-8471 
-9643 
9963 
1.0000 


-0084 
-0632 
+2201 
.4770 
-7396 
9115 


7 ۔ 
3370 
6826- 
9130- 
9898- 
1.0000 


0467 
2333 
. 5443 
-8208 
2590 
9959 
1.0000 


0280 
0ءء 
4199. 
7102- 
9037- 
812 
9984 
1.0000 


8ء 
1064. 
3154 
5941. 
8263+ 
9502. 


۱10 
«4 
-7648 
-9460 
9947 
1.0000 


7041ء 
1 
71. 
8828- 
9777- 
9982 
1.0000 


0490 
2338 
5323 
8002 
9444 
9910+ 
4ء 
1.0000 


-0319 
-1691 
4278 
7064 
-8939 
9747 
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-1681 
5282 
-8369 
-9692 
9976 
1.0000 


6۴ء 
072 ۔ 
419 
9295 
9891- 
9993 
1.0000 


0824 
-3294 
-6471 
-8740 
9712 
9962 
-9998 
1.0000 


0576 
22533 
5518 
8059 
19420 
9887 


62373 
-6328 
-8965 
+9844 
-9990 
1.0000 


-1780 
-5339 
8306 
624 
-9954 
-0998 
1.0000 


1335- 
4449. 
4ء 
4ء 
9871- 
9987 
9999- 
1.0000 


-1001 
-3671 
6785 
-8862 
727 
9958 


3277 
T3403 
421 
9933 
-9997 
1.0000 


2621 
Go54 
O11 
-98330 
9984 
-9999 
1.0000 


2097- 
7ءء 
20 
9667. 
9953- 
9998- 
1.0000 
1.0000 


1678. 
5033- 
0ء 
#437 . 
9896. 
9988- 


-4437 
-8332 
9734 
9978 
.9999 
1.0000 


3771 
-71765 
-9527 
9941 
+9996 
1.0000 
1.0000 


3206 
-7166 
-9262 
9879 
-9988 
-9999 
1.0000 
1.0000 


2725 
6572 
-8948 
-9786 
0971 
9998 


-5905 
185 
9914 
-9995 
1.0000 
1.0000 


BLE 
-8837 
(1 
-9987 
-9999 
1.0000 
1.0000 


4783- 
8503 
9743 
38ء 
9998- 
1.0000 
1.0000 
1,0000 


4305 
1ء 
9619- 
9950+ 
6ء 
1.0000 


«7738 
(4 
-9988 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1ء 
9672- 
9978 
9999- 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


-6983 
9356 
9962 
9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


6634 
-9428 
9942 
9996 
1.0000 
1,0000 


Oo‏ ہا قفا ینعم یت oS‏ سا بی لب WR Oo Ome‏ ھر ت ہہ د 


Oo‏ سر وع من جات 








50 


.9648 
906) 
1.0000 


0020 
-0195 
-0895 


250 


. 01 
-7461 
9102 
9805 
-9980 
1.0000 


40ء 
07ء 
547 
)۹۵ء 
ATTU‏ 
30 
5281„ 
9453 
9893- 
9990 
1.0000 





«9819 
-9983 
1.0000 


.0046 
ASH 
1495 
3614 
6214 
-8342 
29502 
909 
. 02 
1.0000 








09 
2660 
(4 
Ist 
8080 
726 
9955 
9997 
1.0000 








9915 
2ء 


1.0000 


1ء 
:070 
2318. 
4826- 
7334- 
9006- 
9750 
9962- 
9997 
1.0000 


-0000 
-0464 
1678 
3823 
6331 
8338 
9452 
DSTT 
9983, 
-9999 
1.0000 


+9964 


-9998 
1.0000 


.0207 
.1211 
-3378 
-6089 
8283 
-9464 
-9888 
-9984 
.9999 
1.0000 


0135 
0860 
2010 
ABS 
5609ء‎ 
9051 
-9740 
9952 
995 
1.0000 
1.0000 


9987 
-9999 
1.0000 


0404 
-1960 
4628 
-7297 
-9012 
-9747 
-9957 
-9996 
1.0000 
1.0000 


0288 
1493- 
3828- 
6496- 
8497- 
7 
9588ء 
9984 
9999- 
1.0000 
1.0000 
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23 


1906 
1.0000 
1.0000 


5ء 
0283. 
6007 
8348 
9511- 
9900- 
9987 
9999 
1.0000 
1.0000 


.0563 
.2440 
1255 
-7759 
9219 
9803 
9965 
9996 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


20 


-9999 
1.0009 
1.0000 


42ء 
A362‏ 
82 ۔ 
42 91. 
۱84 
#060 . 
7ء 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1074 
9۹ء‎ 
ITS 
S791 
672 
903G 
1ء‎ 
999 
1.0000 
1.0000 
۱.000 











p= 

n g 05 -10 15 
6 1.0000 1.0000 1.0060 
7 1.0000 1.0000 1.0000 
8 1.0000 1.0000 1.0000 
9 0 -6302 3874 -2516 
1 -9238 -7748 5995 
2 9916 9470 8501 
3 9994 9917 71۔‎ 
4 1.0000 -9991 4را‎ 
5 1.0000 -9999 2904 
6 1.0000 1.0000 1.0000 
7 1.0000 1.0000 1.0000 
8 1.0000 1.0000 1.0000 
9 1.0000 1.0000 1.0000 
10 0 ۔‎ 7 BAST 9ء‎ 
1 -9139 - ۱ 443 
2 YBRS : 8 02ء‎ 
3 -9990 9872 D500 
4 9999 9984 9901 
5 1.0000 9999 9956 
6 1.0000 1.0000 9909 
7 1.0000 1.0000 1.0000 
8 1.0000 1.0000 1.0000 
9 1.0000 1.0000 1.0000 
10 1,0000 1.0000 1.0000 








0014- 
D139‏ 
52ء 
1311 
3971 
1ء 
203 
9390- 
9852 
9978 
9993- 
1.0000 


-0008 
-00833 
-0421 
1345 
7 
5269 
«7393 
.8883 
-9644 
-9921 
-9989 
-9999 
1.0000 


-0036 
0302 
-1189 
-2963 
5328 
3 
-9006 
-0707 
DOLL 
9993 
1.0000 
1.0000 


6022 
0196 
0834- 
8ء 
4382 
6603ء 
8418. 
0427- 
47 98- 
293 
7ء 
1.0000 
1.0000 


0083 
0606 
-2001 
4256 
-8083 
8513 
-94199 
9878 
9980 
-9998 
1.0000 
1.0000 


7ء 
0424 
1513- 
3467 
5833 
1873 
9154 
9745 
4( 
9982 
2999 
1.0000 
1.0000 


0108 
0ء‎ 
127 
-5696 
«T7897 
-9218 
9784 
-0957 
.9994 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0138- 
0ء 
68ء 
4925 
7237+ 
8822. 
9614 
9905 
99833- 
9998- 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
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422 
1971 
4552 
-7133 
.885+ 
(7 
4 
98 
-9999 
7.0000 
1.0000 
1.0000 


7. 
4ء 
7 
6488- 
8124 
00ء 
M857‏ 
9972- 
9996- 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


859 
3221 
HN 74 
8389 
9496 
9883 
-9980 
9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0687- 
9ء 
233 
1040ء 
90374 
9806- 
9961- 
94 
9999 
1.0000 
1.0009 
1.0000 
1.0000 





1673 
A222 
788 
-9306 
ISAL 
9973 
-9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


2ء 
A135‏ 
8ءء 
1073 





1.0000 
1.0090 
L.Ayuo 
۱۱ 
1.0900 





1.0000 
1.0000) 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0090 


٤٢ 
60 
.1 
744 
9957 


1 
1.000.) 





5688 
1 
043 
(4 
8999 
1.4000 
1.0000 
1,0000 
1.0000 
1.00 
1.0000 
1.0000 


AOL 
SS16 
sot 
HIS 
-9993 
1.0000 
1.001) 
1.0099 
1 1 
1.000%) 
1.0000 
۱.۱ 
LONE) 





ہے ہم 
> سر وا جب هر پ ج 1 ۶ دا نم 


ے سنا تب میں 


Kee‏ ۵ 2 ہس 


ہم 
to‏ 


It 


دنیاله جدول ۳ 


جل سے تا ےہ ر ا س نا لے وی سا سپس ا ا ا ا وال ا ا سس جو a‏ م 





P =‏ 
n z .05 .10 15 20 25 30 35 .40 45 50‏ 
0001- 0004- 0013. 0037. 7ء 0238ء 0350- ۰1200 ۹ 133 0 13 
0017 0049. 0126 6 0637- 1267. 2336. 3983- 6213. 8646. 1 
0112 9 0579- 1132+ 2025- 3326. 5017 6920. 8661- 9758 2 
0461. 0929- 1686 2783 306 5843 . 7473 8820- 9658 9969- 3 
1334 2279- 3530- 5005- 6543- 7940- 9009 9658 935 9997- 4 
2905 4268. 5744 7159 8346. 9198- 9700- 9925 9991. 1.0000 5 
5000- 7. 72 ۔ 8705 9376 9757 9930 . 9987- 9999- 1.0000 6 
7096 . 8212. 9023- 9538- 9818- 4. 9988. 90998 . 1.0000 1.0000 7 
8666 . 9302- 9679- 9874- 9960- 0. 9998- 1.0000 1.0000 1.0000 8 
9539, 9797- 9922. 9975 9993- 9999. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9 
9888. 9ء 9987- 9997. 9999. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 
9983. £9995 3999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 11 
9999. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 12 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 13 
1 2 ۔ 0008- 0024 0068- 0178- 0440. 102. 2288. 4877- 0 l4‏ 
0009- 0029, 81 85 0475. 1010 ۵9ء 3567. 5848 8470. 1 
5ء 0170. 0398- 0839- 1608- 2811„ 4481. 9 ۔ 8416 9699- 2 
0287 0632- 1243. 2205 3552 5213. 6982- 8535 9559- 9958- 3 
0898. 1672 2793. 4227 5842- 7415- 8702. 9533. 9908- 9996- 4 
2120- 3373. 4859 6405 7805 8883 9561 9885 9985 1.0000 5 
3953. 5461. 6925. 8164- 9064- 9617- 9884. 9978 9998. 1.0000 6 
6047. 7414 8499. 7( 85. 7. 9976- 9997. 1.0000 1.0000 7 
0ء 8811- 9417 9757- 9917- 9978- 9996. 1.9000 1.0000 1.0000 8 
£9102 9574. 9825. 9940 . 9983- 9997- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9 
9713. 9886 9981. 8 ۔ 9998- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 
9935- 9978. 9994. 9999 1.0000 1.0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 11 
9991 9997. 9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 12 
9999. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 13 


l4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


دنباله جد ول 









15 ð 4633 -2059 "0874 -0352 0134 0047 .0016 5ء‎ -0001 -0000 
1 8290 .5490 .3186 1678 .0802 .0353 .0142 .0052 -0017 0005 
3 9638 .8159 -6042 3980 2361 -1268 -0617 -0271 ۔‎ 07 .0037 
3 9945 D444 8227 -6482 -1613 .2969 1727 -0905 0424 0176 
4 -9994 -9873 .9383 .8358 6865 5155 3019 3ء‎ .1204 .0592 
5 . #909 9978 9832 HRD 6ء‎ . 7216 -5643 .4032 -2608 .1508 
6 1.0000 -9997 -9964 -9819 -9434 8689 -7548 «6098 4522 .3036 
7 1.0000 1.0000 90994 HOSS 827 -9500 -8868 -7869 6535 -5000 
8 1.0000 1.0000 ۱ 9992 -9958 -9848 .9578 .9050 -8182 6964 
9 1.0000 1.0000 1.0000 9999 1992 -9963 -9876 .9662 -9231 8491 

9408- 9745 9907 9972 9993 $099 1.0000 .1 1.0000 1.0000 10 
9824 . 9937. 01 9995- 2099 1.0000 )1.017 1.0000 1.0000 1.0000 11 
9963- 9989- 9997- 9 ۔ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 12 
9995 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 13 
1.0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.9000 1.0000 14 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 15 

0000. 0001. 0003- 0010- 0033- 0100- 0281. 0743 1853» 4401 0 16 
.S108 1 7 »2839 -1407 .0635 0261 -0098 0033 -0010 .0003‏ 1 
1ء 06ء 0183- 0451 0994 1ء 014 7892 571 2 
O30 .9316 4050 . 2459 .1339 651 0281 -0106‏ 3 
0384 0853- 1666. 2892+ 4499 6302 9830 991 4 
1051. 1976- 3288- 4900 68 ۔ 8103. SOOT‏ 8909 5 
O88 1 5272 -3660 -2272‏ 8247 9204- 733 9944 9995. 1.0000 6 
4018. 5629- 7161 8406 . 40ء 2ء 030( , 90850. 090 )0۔1 7 
N25 8743 -9329 8577 .7441 .5982‏ 9985 8 1.0000 1.0000 8 
7728- 8750. 9417 771 9929 4998 1.0000 1.0000 1.000 9 





10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ۱ 0984 9938 £9809 -9514 8049 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0060 1.0000 997 .9987 9951 .985t 9616 
13 ۱۰۱0 1000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998 -9991 9965 9894 
13 1.11000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 -9999 99094 .9979 
14 1.0000 1.0000 . 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 «9999 9997 


15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
16 1.9000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


ey سے سم لسم مایت سے س ےنم کس‎ a er ee ee ee 





0ء 
0001- 
5ء 
0064- 
0245- 
0717" 
1662. 
3145- 
5000- 
6855 
8338- 
9283- 
9755- 
9936 
9988 
9999. 
1.0000 
1.0000 


.0000 
.0001 
.0007 
-0038 
0154 
0481 
-1189 
2403 
4073 
5927 


7 ۔ 


0000. 
6ءء 
0041۔ 
0184. 
6ء 
1471 
2002 
4743 
6626. 
66 81. 
9174. 
9699. 
9914 
9981 
9997. 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


.0000 
:0003 
-0025 
-0120 
1ء‎ 
-1077 
+2258 
-3915 
.5778 
-T473 
-§720 


2ء 
0021- 
0123. 
0464. 
1260. 
209 
4478 
0405 . 
8011 
9081 
9652. 
19894 
9975 
9995 
9999. 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


.0001 
.0013 
.0082 
-0328 
-0942 
-2088 
-3743 
5634 
-7368 
„8853 

-9424 


.0007 
.0067 
0327 
.1028 
12348 
4197 
.6188 
7872 
.9006 
9617 
9880 
.9970 
2904 
£9999 
1.0000 
10000 
1.0000 
1.0000 


4 ۔ 
0046- 
0236. 
0783 
1886. 
3500 
5491 
7283. 
8609- 
9403 
9788 


.0023 
.0193 
0774 
201 9 
3887 
5968 
7752 
.8954 
-9597 
9873 
9968 
9993 
9999 
1.0000 
1,0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


6ء 
0142- 
0600 
1646 
3327 
S344‏ 
7217- 
8593- 
9404 . 
9790- 
9928 


0075 
01 
-1637 
3530 
9 
.7653 
.8929 
.9598 
.9876 
.9969 
29904 
.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0004) 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0056- 
0395+ 
1353 
8057 
7ءء 
7175. 
60ء 
9431. 
9807. 
9946 
988 


0225 
A182 
. O06 
5489 
1832ء‎ 
. B43 
.9623 
1ء‎ 
9934 
-9995 
9999 
LOD 
1.0000 
1.0000 
1.0800 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0ء 
0991 
2713 
5010 
۸۵ء 
)867 
9487+ 
9837+ 
9957 
9991 
59 


1ء 
955 
5198 
7556. 
9013 
9681 
9917 
584 . 
7. 
1.0000 
۱.00 
1.9000 
1.000 
1.1009 
1.0900 
1.v000‏ 
1.0900 
1.0090 





00ء 
1.0000 


9953 

9992 

-9999 
1.0000 
1.0000 
۱.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0009 
1.0009 
1.0009 
1.0000 
10 


1501 
24503 
(7338 
-9018 
1718 
9936 
9938 
1998 
10 
1.0000 
1.0000 


4181 
2ء 
7. 
9913 
9988 
9999“ 
)1.۱ 
1.0000 
1.0000 
0 
1.0000 
1.0009 
1.00 
1.0000 
1.9000 
1.0900 
1.0000 
1.0000 








-3972 
-71133 
.9419 
.9891 
9935 
8998 
1 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


m ۳‏ 
> س ور من ھ ی یىی ل من ی ج سر 


12 
13 


اب 
خر 


15 
16 


س 
-J‏ 


> س ور جن ھ٢‏ 


دہ ۲- من 


10 


18 





1 
9519 
846 
3962 
993 
9999 
10 
1.0000 


0000 
۸ء 
ROU:‏ 
0022- 
0096 
0318- 
0835 
„L796‏ 
13238 
5000ء 
2زا 7 ا, 
3204 
8165 
لصا 
4 
9978 
9996 
1.0900 
1.0000 
1.000 


9403- 
7ء 
9951„ 
9990- 
69099 
7.0000 
1.0000 
1.0000 


-0000 
002 
OLS 
7ء‎ 
ASO 
“TTT 
27 
.3169 
A940 
6710 
8159 
9129 





972 
2995 
9999 
1.0000 
1.0000 
1.0900 


0797 
4 
9987- 
08ء 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1,0000 


٣1‏ ۔ 
ا0ء 
ANS‏ 
0230 
0696 
1620 
1 
8. 
0670., 
8139- 
9115 
QGL‏ 
SSE‏ 
9969 
904 
0ء 
appt‏ 
1 
1.CUUU‏ 
1.0000 





ASL 

A897 
1,0 
1.0000 
1.0000) 
1.0000 
1.0000 





1500 
2968 
4812 
6656 
8145 
9125 
96 
Ss 
„DUGH 
-99953 
JUDY 
( ۷۱ 
7.0000 
1,410 
1.0000 
1.0000 








دنباله جدول ۳ 


9986 

9997 
1.0000 
1.6000 
1.0000 
1.0000 
1.6006 
1.0000 


-UUTE 

-0104 
0462 
-1332 
.2822 
47389 
6655 
B180 
AGL 
674 
“9895 


-9972 








1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.01000 


.8 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1۰000 


W042 
0310 
113 
-2631 
4054 
66738 
S251 
225 
713 
11 
7 
8ء‎ 
HON 
1.1 
1 ۱۱۱ 
J.p 





1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.00 
1.4000 
1.0000 


4ء 

0821۔ 
9۔ 
4551- 
733 
8309- 
-V324‏ 





101) 
LAKH) 
1.0000 
1.00 
1.UUOU 
1.0000 


1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0900 
1.0000 
1.0000 


-0456 
-1055 
4413 
-G841 
8556 
9463 
9837 
.9 06 





LONON 
1.0900 


1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 





WHO 
1.6000 
1.0000 
1.0000 
۱ 
۱۱۱ 
TOH) 
LODO 
LOUUU 
1.010) 
1. ) 
1 رارانارا.‎ 





1.0000 
1.0000 
7.0000 
1.0000 
1.0006 
1.0050 
1.0000, 
1.0090 


2 
TJAT 
£9335 
.9808 
-9980 
-9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.6000 
1,01111) 
1.0) 
1.01 
1.000 
۱,۱۱ 
aonn 
۱۹۱ 
1.0000 
1.0000) 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 


— 
ے سر جج ھ تے o‏ بہت ے ےت 


سر سم 
سر و 


a 


1: 


نے سر 
foe‏ 


16 


نس 
~J‏ 


~= 
تو 


19 





—— مس سم‎ m mM MMMM 


0000- 
0000- 
0002- 
0013. 
0059. 
0207. 
7ء 
1316- 
2517 
4319 
5881- 
1483 . 
8684- 
9423+ 
9793- 
9941 
9987- 
9998- 
1.0000 
1.0000 
1.0000 





0000- 
0001- 
0009- 
0049- 
0189- 
0553- 
1299. 
2520- 
4143 
5914- 
07ء 
8692- 
0 ۔ 
9786- 
9936+ 
9985- 
9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 








0000- 
0005- 
6ء 
0160- 
0510- 
1256 
2500°- 
4159 
5956 
38ء 
6. 
9435- 
9790- 
9935. 
9984 
7 ۔ 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


-0002 
-0021 
-0121 
0444 
-1182 
.2454 
4166 
6010 
-7624 
8782 
0468 
.9804 
-9940 
-9985 
9997 
-9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1,0000 
1.0000 





0 


08ء 
76ء 
5 
1071 
2375 
4164 
6080- 
8ءء 
7ء 
9520- 
9829- 
9949 . 
9987- 
7 
1.0000 
1.0000 
21.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 





۳ Js > 

30 23 
8 0032 
0692 .0243 
2061 0913 
4114 -2252 
.6296 4148 
8042 -G172 
9133 7858 
9679 -8982 
.9900 .9591 
9974 .9861 
.9994 ,9961 
.9999 .9991 
1.0000 .9998 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 


0388- 
1756- 
4049 
6477 
8298- 
9327 
1ءء 
41. 
9987- 
9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1216- 
3917 
6769 
0 
8ء 
7. 
9976- 
9996- 
9999- 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 








p= 
n z 05 
0 0 
1 358 
2 047 
3 -9841 
4 9974 
5 -9997 
6 1.0000 
7 1,0000 
8 1.0000 
9 1.0000 
10 1.0000 
11 ` 1.0000 
12 1.0000 
13 1.0000 
14 1.0000 
15 1.0000 
16 1.0000 
17 1,0000 
18 1.0000 
19 1.0000 
20 1,0000 


*The author would like to thank Mr. Morty Yalovsky for computing this table, and the McGill University, Department of 
Computer Science for computer facilities. 

















مس ل ee‏ س ا م ا ا ا ا ا i‏ س mp‏ 


1.0 


-3679 
«7358 
“9197 
-9810 
963 
994 
9999 
-0000 


سر 


1853 
-4060 
-6767 
-8571 
0473 
834 
-9955 
-9989 
9998 
1.0000 


io 


4066- 
7725- 
9371 
9865 
9977 
7 ۔ 
1,0000 
1.0000 


1496. 
4337 
7ء 
8747 
9559- 
9868 
0066- 
9992, 
19998 
1.9000 


-9909 
-9986 
-9998 
00 
-0060 


-1653 
4628 
-1306 
-8913 
9636 
9896 
974 
9994 
9999 
1.0000 


4966 
.8442 
+9659 
-9942 
-9992 





1.0000 
1.0000 


1827 
4932 
1732ء 
8 ۔ 
94ء 








Of 


9981 


6 


1.0000 
1.0000 


2010 
5249 
-7834 
“8212 
9763 
+9940 
9987 
-9997 
1.0000 
1.0000 


eA 





Ar 
2 


r=0 


5 


6065 
9098- 
8856 
9ء 
9998. 
1.0000 
1.0000 
1,0000 


.2231 
-5578 
-8088 
0344 
9814 
-9955 
-9991 
-9998 
1.0000 
1,0000 


4 


-8703 
-9384 
-9921 
-9992 
9899 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


60ء 
OTS‏ 
8335- 
9463- 
19857 
9968- 
9994- 
9999- 
1.0000 
1.0000 


3 


-7408 
-9631 
-9964 
9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


2725 
-6263 
-8571 
-95869 
-9893 
-9978 
-9996 
.9999 
1.0000 
1.0000 


2 


.7 
-9825 
-9989 
-9999 
1.0000 
1,0000 
1.0000 
1.0000 


-3012 
-6626 
.8795 
-9662 
.9923 
9985 
-9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 





1.0000 
1.0000 














550 
2146 
Atot 





9901 
D969 
Oot 





(001 





3.9 


۲ 
0902 


1. 





1:00) 


GUR 





28629 
M433 









1 1.0 
1.0000 Louvo 

3.7 3.8 

0247 0224 

1074ء 62ء 

2554 „2050 

. 942 4735 

6572 

-S301 

9182 

648 


J: 
l.l) 





743 
674 
5184 
27360 
4ء 
:1ءء 
UNIN‏ 
9947- 
35ء 
9996- 
9099- 
1.0000 
1.0000 


3.6 


0273 
-1257 
7 
152 
-7064 
S441 
-9267 
+1693 
(83 
62960 
A987 
-9996 
9999 





1.0000 





8 
9 
7 

-9999 
1.0900 
1.0000 


2 
9 


082 


9 
OS 
-999 


3.5 


O80 
138 


28208 


G 
4 
ü 


6 


2585ء 


857 


9347 


3 
1 


973 
00 


(07 
99) 





سر تا 
~ 


کے | ت سا وا ی چ ان مت 1 مو هه 


سے حہ م ل ن سے ہے س ا س ل — 


12.4 2.3 
0907- 1003- 
3084- 83309- 
7۔۔ 5960 
7٦‏ 3ءء 
41( 62 
9643 9700 
9884 8906 
07ء 9974- 
£9991 9994 
9995 9999- 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
3.4 3.3 
0334 0369- 
-158G -1468‏ 
3397- 3594 
5534„ 5803 
-T442‏ 27626 
8700 8829- 
1 . 400 . 
9769- 9802 
£9917 9931 
973 9978 
9992- 9994- 
19908 9998 
769 ۔ 1.110 
1.0009 1.0000 
1.0000 1.0000 


2.2 2.1 
1108- 21225 
3646 3796- 
6227 6406 
8194- 8386+ 
9275. 9379 
1ءء 9796- 
9925. 1 
9980- 9985 
9995+ 9997- 
0999- 9999- 

1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

3.2 3.1 
0408 0450- 
72 1847 
A112 3799‏ 
025 6248- 
806 . 2ء 
5946 9057- 
9554 9612- 
9802ء 0358- 
58ء 9053 
-H986 -9932‏ 
9993- 6ء 
9999 9999“ 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

1.0000 1.0000 


© 


POD‏ و Ee‏ مت 








دنباله جدول ۲ 








5.0 4.9 
0067- 0074 
0404 0439- 
1247 1333 
2650+ 2793- 
4405 4582 
6160 6335 
622 . 7ء 
6ء 8769 
9319- 9382- 
9682 9717 
9863 9880- 
9945- 9953- 
9980- 9983 
9993. 9994- 
J998‏ . 9998- 
9999- 9999- 
6.0 5.9 
0025- 0027- 
4ء 0189- 
0620- 0666- 
1512- 1604- 
1 2087. 











4.8 4.7 4.6 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 : 
0082. 0091. 0101. 0111. 0123. 0136. 0160. 0166. 0 
0477 0518 093 1 ۔ 0663 0719. 0780. 0845. 1 
1495 11523 1626- 1736. 1851 61974 2102. 2238 2 
توود. 3097 3957 343 4. 33 13954 “A142‏ 3 
A132 4946 4763‏ 5321 5512 5704 5898. 093 4 
0 4 6858. 7029. 7199. 7367- 591 1893 5 
8ء 9046 8180. 8311„ 8436. 8. 9015 8786 6 
8867. 8960. 9049 ,9134 9214 9290. 91 947 7 
9442 9497 9549 9597. 9642. 9683. 9721. 9755. 8 
9749 9778 9805. 9829 9851 9871 9889. 9905. 9 
9896. 9910. 9922 9933. 9943. 9952. 9959. 9966. 10 
960 9966. 9971 9976 9980. 9983 996 9989. 11 
9986. 9988. 9990. 9992. 993و 9995. 9996. 9997. 12 
9995 9996. 9997. 9997. 9998. 9998. 9999. وووو. 13 
9999 9999. 9999. وووو, وووو. 1.0000 1.0000 1.0000 14 
1.0000 1.0000 0 ۰ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 15 
5.8 5.7 5.6 5.5 5.4 5.3 5.2 5.1 ۸ 
z‏ 
0030. 0033. 0037. 0041. 0045. 0050. 0055. 0061. 0 
0208. 4. 4 0266 0289 0314 0342. 0319 1 
0715. 0768. 0824 0884 0948 1016. 1088. 1165“ 2 
1700. 1800- 1906. 0217 2133 2254 2381 2513. 3 
A061 .3895 3733 3575 3422 3279 3127‏ 4231 4 


























۸ 
6.0 5.9 5.8 5.7 5.6 6.5 5.4 5.3 5.2 51 2 
Se‏ سم رم me ee‏ ہے 
4457 4619- 4783 4950- 5119- 6289- 6461- 5635- 5809- 5984- 5 
6063- 6224 6384- 6544 6708- 6860- 7017+ 7171- 1324. 4 0 
-T710 -1576 -7440‏ 41ء 7970- 8095- 8217- 8335- 8449- 8560- 7 
8472 8574 8672- 8766. 7ءء 8944- 29027 9106- 9181- 0252- 8 
9161 9228. 9292 9352 9409- 9462 . 9512- 9559„ 9603- 0044 9 
9574 9614 9651- 9686- 9718- 9747- 9775 9800- 9823- 0844- 10 
8799 9821 9841- 9859- 9875- 9880- 9904- 9916- 8927- 9037- 11 
9912 9922- 9932- 9941- 9949- 9955 9962- 9967- 0972- 8976- 12 
9964- 9969- 9973- 7.. 0 9983- 9986- 9988- 9990- 8992- 13 
9986- 9988 9990- 9991- 9993- 9994- 9995. 9996- 8997- 9997- 14 
9995« 9996 9996- 9997- 9998- 9998- 9998- 9999- 9999- 8999- 15 
9998- 9999- 9999- 9999+ 9999- 9999- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 16 
9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .1 1.0000 11 
۸ 
g 8.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7.0‏ 
0009- 0010- 0011- 0012- 0014- 0015- 0017- 0018- 0020- 0022- 0 
0073- 0080- 0087- 0085- 0103: 0113- 0123- 0134- 0146- 0159- 1 
0296 0320- 0344 0371- 0400- 0430- 0463 0498. 0536 0577- 2 
0818. 71ء 0928- 0988. 1052- 1118. 1189- 1264- 1342- 1425 3 
1730- 1833 1920. 2022+ 2127 2237- 2351- 2469- 2592- 2719. 4 
3007- 3137 3270- 3406- 7ء 0 7. 3988 4141 4298- 5 





4497 
-5987 
7291 
-8305 
9015 
-9467 
-9730 
-9872 
943 
-9976 
-9990 
+9996 
0999 
1.0000 


8.0 


-0003 

-0030 

8ء 

0424 
-0996 
1912 
23134 
-4530 
.5925 
-7166 
8159 
„8881 
-0362 
-9658 
.9827 
-9918 


-4647 
-6136 
-7420 
-8405 
9084 
.9510 
9705 
-9885 
-9950 
99:0 
9902 
19997 
9999 
1.0000 


-0004 
.0033 
O14) 
-0453 
1055 
.2006 
.7 
-4670 
- 6065 
.7290 
$257 
«8952 
.9409 
9687 
9844 
9926 


دنباله جدول ۴ 














4799 4953- 5108- 5265- 423 5582 5742 5902- 6 
6285- 6433- 6581- 6728- 6873- 7017 . 7160- 7301- 7 
7548 1673 7796- 7916- 8033. 8148- 8259- 8367. 8 
8502. 6. 8686 . 8774- 8858. 0. 6. 0 9 
9161- 9214- 9274 9332- 9386- 9437- 9486- 9531- 10 
9552+ 9591 9627- 661 9693- 9723- 9750. 9778- 11 
9ھ 9801- 9821- 9840 9857+ 9873- 9887- 0ء 12 
9898- 9909. 9920. 9929 9937 9945 9952- 9958- 13 
9956. 9961- 9966- 9970- 9974 9978. 9981- 9984- 14 
-999R -9986 .9984 -9982‏ 9990- 9992- 9993. 9994. 15 
9993- 9994- 9995- 9996 9996- 9997. 9997- 8ء 16 
9997 9998- 0998 8998- 9999. 9999. 9999- 9999- 17 
9999- 9999 9999 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 18 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 19 
1.8 7.7 7.6 7.6 7.4 7.3 7.2 7.1 ۸ 
T‏ 
0004- 0005- 0005 0008- 0006- 0007- 0007- 0008- 0 
0036- 0039 0043 0047 1ءء 0056- 0061- 0067- 1 
-O1GL‏ 0174- 0188- 0203- 98ء 36 0255- 0275 2 
0485- 0518- 0554 0591- 0632- 0674- 0719- 0767 3 
i641 +1555 -1473 -1395 -1321 1249 1181 -1117‏ 4 
2103 2203 2307. 2414 2526+ 2640- 2759 1ء 5 
3384 . 4 3646 3782 3920 4060- 4204- 4349- 6 
4812 4956 5100- 0246- 5393- 5541 5689 1833 7 
6204+ 6343- 6482- 6620- 7 ۔ 6892. 7ء 7160- 8 
-T411‏ 531 04 7704 . 7ء 7988- 8096 8202 9 
BABS B445 8352‏ 8622 8707- 8788. 7ء 8942 10 
il -9420 9371 -9319 -9265 8 -9148 -8085 -9020‏ 
9454 9496- 9536 9573 9609- 2 9673- 9703- 12 
9714 9739 9762 9784« 9805- 9824+ 9841. 7 13 
9ء 9873- 6. 9897 9908 . 9918- 9927- 35ء 14 
9934. 9941. 9948- 9954 9959- 9964 9972- 15 








.9 

















دنباله جدول ۴ 




















8.0 7.9 7.8 17 1.6 7.5 7.4 1.3 1.2 11 2 
z‏ 
9903 9967. 9971 9974. 9978. 9980. 9983. 9985. 9987. 9989. 16 
9984 9986 9988. 9989. 9991. 9992- 9993. 9994- 9995. 9998. 17 
9993. 9994- 9995. 9996. 6. 7ووو. 9997 9998 9998 9998. 18 
9997- 9998. 9998. 9998. وووو, 9 وووو, وووو, 9999. 999و 19 
9999. 9999. 9999. 9999. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 20 
000 1.0000 1.0000 20000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 21 
9.0 8.9 8.8 8.7 8.6 8.5 8.3 8.2 81 
0001 0001. 0002. 0002. 0003 0002. 0002. 0002. 0003. 0003. 0 
013 014 013 016 0018 0019. 0021 0093 025 00959 1 
0062. 008 013 0079 0086 0093 100 0109- 0118 7 ۔ 2 
0212 0228 10244 0262 0281 0301 0323. 0346. 0370. 0396. 3 
0550( 0584 71 ۔ 60 1 ۔ 044 0789 0837 0887. 0940. 4 
11157 11219 11284 1352 11422 1496. 1573. 1653 1736 11822 5 
8 2160. 12256 2355. 2457- 2562. 20 1 6. 3013 6 
3239 3357 13478 3603 3728 13856 13987 4119‘ 44 4991 7 
4557. 4689- 14823 14958 4 1 5369. 5507. 5647. 5786. 8 
5874- 6006- 137 269 6400 6530. 659 6788 6915( 7041 9 
7060- 71798 17294 7409- 11522 7634. 7743 2-0 1956 8058. 10 
9030 8126“ 8220 8311‘ 9400 7 8571‘ 8652‘ 8731 7 11 
8758‘ 18829 8898“ 905 9029 9091 9150 9907 921 9913 12 
9261‘ 9311‘ 8 9403 19445 9486( 19524 9561( 9595 9628 13 
9585( 9617‘ 9647 91 9701 9326 و9749 9771 9791 9810( 14 
9780 8 6ھ 9832" 9848“ 9862( 9875‘ 7 28. 9908. 15 
9889‘ 9899. 9909 9918. 9926 9934- 9941 9947. 9953 9958 16 
9947 9952 9957( 9962. 9966. 9970. 9973( 9977 9979. 9982 17 





.0000 
-0005 
-0028 
-0103 
10293 
-0671 
-1301 
+2202 
.3328 
-4579 
-5830 
-6968 
.7916 
-8645 
8165 
9513 
-9730 
9857 
-9928 
9965 
9984 
-9993 














9978 9981. 9983. 9985. 9987. 9989. 9990 9991 9992. 18 
9991 9992 9993 9994 9995- 9995 1996 9997. 9997. 19 
9996 9997 7. 8. 68 999 28 ۔ 9999. 9999. 20 
9998 9999 9999. 9999- 9999. وووو, 9999. 1.0000 1.0000 21 
9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0060 1.0000 22 
\a‏ 
9.9 9.8 9.7 9.6 9.5 9.4 9.3 9.2 9.1 \‘ 
0001. 0001. 0001 0001. 0001. 0001. 0001. 0001. 0001. 0 
0005. 0006. 0007. 0007. 0008- 0009. 0009. 0010. 0011 1 
0 ۔ 0033. 0035 0038. 0042. 0045 0049. 0053. 0058. 2 
O11‏ 0120. 0129. 01398 9 ۔ 0160. 0172. 0184. 0198. 3 
012 0333. 0355- 0378. 0403. 0499 0456. 0486. 0517 4 
0710 0750. 0793. 0838. 0885. 5 ۔ 0986. 1041 1098. 5 
1366. 1433 1502 1574 1649- 1727. 1808. 1892. 1978. 6 
2294- 8 ۔ 2485 62584 2687- 2792. 2900- 3010. 3123. 7 
3442 3558. 376 3708. 3918. 4042 4168. 86 . 4426 8 
4705. 4832- 4960 5089. 5218 5349 5479 1ء 5742- 9 
5958 6080. 6205 6329. 3 ۔ 6 99 820 6941 10 
7081- 7193« 7303- 72۔ 7520 7626. 7730- 8732. 933 11 
3009 3101- 11 8279. 8364 8448 £8529 8607. 8684 12 
8716. 8786- ۳ 919 9042 £9100 9156 9210. 13 
9216 9285 9312 937 9441 9480 9517 9552 14 
9546. 9579. 9609 9638 9691 9715. 9738 9760. 15 
9751 9770. 9739- 9806 0838 9852 9863- 9878. 16 
9870. 9881 9892 9902- 9919 9927 9934. )994 17 
9935 9941 9947. 9952. 9962- 9966. 9969. 9973. 18 
9969. 9972. 9975 9978. 9983. 9985 9986 9988. 19 
9986. 997 9989. 9990. 9991- 9992 9993. 9994. 9995. 20 
9994 £9995 9995 9996. 9996. 7. 7 ۔ 9998. 9998 21 



































10.0 9.9 9.8 9.7 9-6 9.5 9.4 9/3 9.2 .9 
9997- 9997- 9998- 9998- 9998- 9999- 9999- 9999 9999. 9999- 22 
9999- 9999- 9999- 9999- 9999- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 23 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 24 
۸ 
z 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20‏ 
0000- 0000- 0ء 0000- 0000- 0 0000- 0000- 0000- 0000- 0 
0000- 0000- 0000- 0000- 0000- 0ء 0000- 0000- 0001- 0002- 1 
0000- 0600- 0ء 0000- 0ھ 0000- 0001- 0002- 0005- 0012- 2 
0000. 0000- 000 ۔ 0000- 0001- 0002 5ء 1ء 0023- 0049- 3 
0000- 0 0001: 0002- 0004- 0009- 0018. 0037- 760 1 4 
0001 0002- 0003- 0007- 0014- 0028- 0055- 0107. 0203- 0375- 5 
0003. 0005- 0010- 1 0040- 6ء 0142. 0259. 0458- 0786 6 
0008- 0015. 0029- 4ء 0100- 0180- 0316. 0540 0895- 11432 7 
0021- 0039- 0071- 0126- 0220- 0374- 0621- 0998- 0ء 2320+ 8 
0050- 0080- 4ء 0261- 0433- 9ء 1094- 1658- 2424 3405- 9 
0108- 0183 0304- 0491- 0774- 1185 1757« 2517- 4-72 9. 10 
0214- 0347- 0549- 0847 1270- 1848- 2600- 3532- 4616 5793. 11 
0ء 6 7 ۔ 1350- 1931- 2676. 3585+ 4631- 5760 6887- 13 
-G815 5730 4644 38632 22745 -2009 .1426 -0984 -0661‏ | 7813- 13 
1049- 1497- 2081- 2808- 3675 4657 5704- 6751 1720 8540. 14 
1565 2148- 7ء 5 4667- 5681. 8694- 7636- 8444 . 9074- 13 
2211- 2920- 3751- 4677- 5660- 6641. 71559- 58ء 8987- 9441- 16 
90 3784 4686- 040 6593- 7489- 8272- 8905 9370- 9678- 17 
3814- 4695- 5622 6550- 7423 8195 8826 9302 9626- 9823- 18 
4703- 5606- 65309- 7363+ 8122- 42ء 90235- 90573- 9787- 9907- 19 
5591 6472 7307- 8055- 723. 0 9521 9750- 9884 9953. 20 





دنباله جدول ۴ 


6437 7255 7991- 8615- 9108- 9469- 9712- 9859- 9ء 7( 21 
7206+ 7931- 851. 7ء 9418- 9673- 9833- 9924- 9970 9990- 22 
7875+ 8490- 8989- 9367- 8633- 9805- 9907- 9960- 9985- 9995- 23 
8432+ 8933. 9317: 9594+ 9777 9888- 9950 9980+ 9993+ 9998- 24 
8878- 9269- 9554 9748+ 9869- 9938- 9974 9990- 2997 8999- 25 
9221- 9514- 9718- 9848- 9925- 9967- 9987- 9995 9ء 1.0000 26 
9475 9687- 9827- 9912- 9959- 9983- 9994- 9998 9999- 1.0000 27 
9657+ 9805- 9897- 9950- 8 9991- 9997- 9999 1.0000 1.0000 28 
9782- 9881- 9941- 9973- 9989- 9996- 9999 1.0000 1.0000 1.0000 29 
9865- 9930- 9967- 9986- 9994- 2998- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 30 
9919- 9960- 9982- 9993- 9997- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 31 
9953+ 9978- 9990- 9996- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 32 
9973- 9988- 9995- 9998. 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 33 
9985- 9994- 9998- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 34 
9992- 9997- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 35 
9996- 9998- 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 36 
9998. 9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 37 
9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 38 
9999- 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 39 








*The author would like to thank Mr. Morty Yalovsky for computing this table, and the McGill University, 
Department of Computer Science for computer facilities. 
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جدول شماره ۶ 
مقادیر بحرانی توزیع t‏ 

















* Table A.5 is taken from Table IV of R, A. Fisher: Statistical 
Methods for Research Workers, published by Oliver & Boyd Ltd, 
Edinburgh, by permission of the author and publishers, 


جدول شماره ۷ 


مقاد یر بحرانی توزیع مربعکای 















































0.995 0.99 0.005 
0.04393} 0.03157] 0. 0.07393 6.635 7.879 
0.0100 | 0.0201 | 0.0506 | 0.103 9.210 | 10.597 
0.0717 | 5 0.216 0.352 11.345 12.838 
0.207 0.297 0.484 0.711 13.277 | 14.860 
0.412 0.554 0.831 1.145 15.086 | 16.750 
0.676 0.872 1.237 1.635 16.812 18.548 
0.989 1.239 1.690 2.167 18.475 | 20.278 


2.733 
3.325 
3.940 


1.344 1.646 2.180 
1.735 2.088 2.700 
2.156 2.558 3.247 


20.090 | 55 
21.666 | 23.589 
23.209 | 25.188 





4.575 
5.226 


11 2.603 3.053 3.816 
12 3.074 3.571 4.404 


24.725 | 26.757 
26.217 | 28.300 




















































































13 3.565 4.107 5.009 5.892 27.688 29.819 | 
14 4.075 4.660 5.629 6.571 29,144 31.319 | 
15 4.601 5.229 6.262 7,261 30.578 | 32.801 
16 5.142 5.812 6.908 7.962 32.000 | 34.267 
17 5,697 6.408 7.564 8.672 33.409 | 35.718 | 
18 6.265 7.015 8.23] 9.390 34.805 37.156 
19 6.844 7.633 8.907 7 36.491 34.582 
20 7.434 8.260 9.591 10.851 37.566 | 39.997 
21 8.034 8.897 | 10.283 11.59! 38.932 | 41.401 | 
22 8.643 9.542 10.982 | 12.338 40,289 | 42.796 | 
23 9.260 | 10.196 11.689 ۱ 41.633 | 4.1 
24 9.886 10.856 12.401 13.848 42.980 | 45.558 
25 10,520 11.524 |13.120 ۲۱ 44.314 | 46.928 
26 ۱۱,۱60 ۱۱2.198 4 15.379 45.642 | 48.290 
27 11,808 12.879 | 14,573 16.151 46.963 | 49.645 
28 12.461 13.565 15.308 16.928 : 48.2718 | 50.993 | 
29 13.121 14.256 17.708 |42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.336 ! 
13.787 | 14.953 18.493 | 43.773 | 46.979 | 50.892 53.672 


















* Abridged from Table 8 of Biometrika Tables for Statisticians, Val. 1. by permissian of 
E. S. Pearson and the Biometrika Trustees 
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240.5 
19.38 


8 


238.9 
19.37 
8.85 
6.04 


4.82 
4.15 
3.73 
3.44 
3.23 


3.07 
2.95 
2.85 
2.77 
2.70 


2.64 
2.59 
2.55 
2.51 
2.48 


2.45 
2.42 
2.40 
2.37 
2.36 


2.34 
2.32 
231 
2.29 
2.28 


2.27 
2.18 
2.10 
2.02 
1.94 





7 


236.8 
19.35 
8.89 
6.09 


جد ول شماره A‏ 


F بحرانی توز یی‎ polis 


6 


234.0 
19.33 
8.94 
6.16 





fa 
مگ‎ ٣ك‎ v2} 

7 

4 5 

224.6 230.2 
19.25 19,30 

9.12 9.01 ۰ 

6.39 6.26 
5.19 5.05 
4.53 4.39 
4.12 3.97 
3.84 3.69 
3.63 3.48 
3.48 3.33 
3.36 3.20 
3.26 3.11 
3.18 3,03 
3.11 2.96 
3.06 2.90 
3.01 2.85 
2,96 2.8) 
2.93 2.77 
2.90 2.74 
2.87 2.71 
2.84 2.68 
2.82 2.66 
2.80 2.64 
2.78 2.62 
2.76 2.60 
2.74 2.59 
2.73 2.57 
2.71 2.56 
2.70 2.55 
2.69 2.53 
2.61 2.45 
2.53 2.37 
2.45 2.29 
2.37 2.21 





ll 


215.7 
19.16 
9.28 
6.59 


541 
4.76 
4.35 
4.07 
3.86 


3.71 
3.59 


< 


199.5 
19.00 
9.55 
6.94 


5.79 
5.14 
4.74 
4.46 
4.26 





1 


161.4 
18.51 
10.13 

7.71 














جدول شماره ۸ 


ادامه مقادیر بحرانبی توزیع F‏ 
و d (Ys‏ ۰۱۰ ] 





088 ES 


254.3 | 253.3 | 252.2 | ۱251.1 ۱250.1 1249.1 248.0 | 245.9 | ۱243.9 241.9 
0 ]19.49 ۱9.48 ]19.47 | 19.46 | 19.45 )19.45 )19.43 | ۱9.41 | 19.40 
3 )8.55 8.570 2.59 ]8.62 ]8.64 8.66۱ 8.70۱ )8.74 | 8.79 
3 )5.66 ]5.69 ]5.72 ]5.75 ]5.77 ]5.80 ا586 ]5.91 5,96 


4.74) 468| 4.62] 4.56{ 4.53] 4.50] 446] 4.43] 440] 4.36 
4.06} 4.00) 3.94) 3.87) 3.84 3.81 3.77] 3.74] 3.70) 7 
3.64 | 3.57) 3.51) 3.44) 3.41) 3.38] 3.34) 3.30] 3.27) 2 

3.35 | 3.28] 3.22) 3.45] 3.12] 3.08] 304| 3.01] 2.97] 2.93 
3.14] 3.07} 3.01 | 2.94) 2.90) 2.86] 2.83] 2.79 2.75] 2.71 


2.98) 2.91) 2.85] 2.77] 2.74) 2.70] 2.66) 2.62) 2.58] 2.54 
2.85) 2.79) 2.72) 2.65; 2.61) 2.57) 2.53) 249| 2.45) 2.40 
2.75] 2.69) 2.62; 2.54) 2.51) 2.47] 2.43] 2.38] 2.34 0 
2.67 | 2.601 2.53] 2.46) 2.42] 2.38] 2.34) 2.30| 2.25] 2.21 
2.60} 2.53) 2.46) 2.39) 2.35) 2.31] 2.27] 2.22) 2.18] 3 


2.54] 2.48) 2.40) 2.33) 2.29) 2.25) 2.20] 2.16] 2.11] 2.07 
2.49; 2.42) 2.351 2.28) 2.24] 2.19] 2.15] 2.18! 206| 2.01 
2.45) 2.38) 1 2.23) 2.19) 2.15] 2.10} 2.06] 2.01 1.96 
2.41) 2.34) 2.27 2.19 215| 1 2.06 2.02} 1.92 
2.38) 2.31) 2.23) 2.16) 2.41] 2.07] 2.03) 1.98] 1.93) 1.88 


2.35) 2.28] 2.20) 2.12] 2.08) 2.04] 1.99} 1.95] 1.90) 4 
2.32) 2.25) 2.18) 2.10) 2.05) 2.0! 1.96) ۱.92 ۱ 1.87) ۱ 
2.30) 2.23; 2.15) 2.07| 2.03) ۱98 ۱.94۱ 1.89] ۱.84 8 
2.27) 2.20) ۷ 2.05) 2.01 1.96] 1.91 1.86] ۱ 1.76 
2.25) 2.18) 2.11 2.03 1.98] 1.94] 1.89] 4 7 








2.24| 2.16 ۷ 2.01 ۱.96 ۱ 1.92) 1.87] 2۸ 1,77) ۲۱ 
222 | 2.15 207| 1.99] 5 1.90} ۱.85۱ ۱.8۵۱ 1.75 1.69 
2.20 2.13 2.06۱ 1.97} 1.93) 1.88) 1.841 ۱.79 1.73 1.67 
2.191 2.12] 4 1,96; 1.9! 1.87] ۱.82۱ 1.77 1 1.65 
2.18) 2.10) 2.03} 12.94) 1.90) 5 1.81 1.75 70| ۵4 
2.16] 2.09; ۵۱ ۱.93 | 1.89) 1.84) 1.79) 4 1.68 1.62 
2.08) 2.00] 1.92) 1.84) 1.79) 1.74) 1.69) 64 1.58 1.51 
1.99) 1.92| ۱.84 1.75) 1.70) t.65) 1.59] 3 1.47 1.39 
1.91 1.83 1.75| ۱.66 6۱ ۱.55 | 3 1,35 ۱25 
1,83) 1.75) 1.67 1.57 1.52| 146| 9 1.32| 2 1.00 




















جدول شماره A‏ 


ادامه مقادیر بحرانی توزیع F‏ 
50 ۲) 1۰۱۰۱ 










+ 


1 4052 14999,5 | 5403 5625 
2 98.50| 99,00۱ 99.17] 5 
3 1412 | 30.82) 294 28.71 
4 21.20 18.00 16.69 15.98 


5764 5859 | 5928 5981 | 6022 
99.30| 99.33; 99.36] 99.37] 99.39 
28.24] 27.91] 27.67] 27.49] 27.35 
15.52} $5.21 14.98] 14.20] 6 








| 
16.26} 13.27} 12.06) 11.39 
| 137s) 1092) 978) 9.15 
| 


5 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 
6 
7 12.25 9.55 8.45 7.85 
8 


8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 
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* Reproduced trom Table I8 of Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1. by permission of 


E. S. Pearson and the Biometmka Trustees. 
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